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Einleitung

Informatik (computer science, informatics)

e [DUDEN Informatik:
Wissenschatft von der systematischen Verarbeitung vomrird@onen, besonders der

automatischen Verarbeitung mit Hilfe von Computern.

e [Gesellschaft flr Informatik: Studien- und Forschungséitinformatik; Springer-

Verlag:
Wissenschaft, Technik und Anwendung der maschinellenribeitaing und Uber-

mittlung von Informationen.

e [Association for Computing Machinery
Systematic study of algorithms and data structures.

Teilbereiche der Informatik

(1) Technische Informatik
Themen: Aufbau und Wirkungsweise von Computern und derangtmenten so-
wie alle damit zusammenhangenden Fragen.

(2) Praktische Informatik
Themen: Prinzipien und Techniken der Konstruktion vonimfationsverarbeitungs-
Systemen sowie deren Realisierung (Implementierung) aoffitern.

(3) Theoretische Informatik
Themen: Theoretische Grundlegung und Durchdringung vagéd#r und Konzepten
der Informatik.

(4) Angewandte Informatik
Themen: Verbindung von Informatik mit anderen Wissengeimaf

Inhalt dieser Vorlesung:

e Einfliihrung in einen zentralen Bereich von (2): Grundlegekdnzepte, Methoden
und Techniken der systematischen Informationsveranbgjtu

e abgestutzt auf Methoden aus (3).

Einige historische Daten

e 9. Jh.: Der persische Mathematiker Ibn Musa Al-Chwarisrhreibt das Lehrbuch
Kitab al jabr w almuqubaldgRegeln der Wiedereinsetzung und Reduhtibas Wort
»2Algorithmus" geht auf seinen Namen zuriick.

e 1647: Gottfried Wilhelm Leibniz konstruiert eine Recherstizine mit Staffelwalzen
fur die vier Grundrechenarten.



Einleitung S

e 1886: Hermann Hollerith entwickelt elektrisch arbeite@@dlmaschinen fur Loch-
karten, mit denen die statistischen Auswertungen von Yalkkingen in den USA
vorgenommen werden.

e 1941: Konrad Zuse stellt mit der elektromechanischen Reaflage Z3 den ersten
funktionsfahigen programmgesteuerten Rechenautomereg. f

e 1946: J.P. Eckert und J.W. Mauchly stellen den ersten vektebnischen Rechner
ENIAC fertig.

e Ab 1950: Industrielle Rechnerentwicklung und -produktion
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Kapitel 1
Informationsverarbeitung durch Programme

1.1 Informationen und Daten

Algorithmen

Grundlage jeglicher maschineller Informationsverato®it (und zentraler Begriff der In-
formatik):

Algorithmus: Systematische, ,schematisch* (,automatisch®, ,mechahmiijsausfihrbare
Verarbeitungsvorschrift.

Alltags-Algorithmen:

(1) Bedienungsanleitungen, Kochrezepte, Spielregeln,

Beispiel: ,Verriihren Sie 100g Mehl, 100ml Milch, 2 Eier, 1gl& 10g Zucker, las-
sen Sie den entstandenen Teig 10 Minuten quellen. Zerl&sdButter in
einer Pfanne, geben Sie eine Portion Teig hineiry,

(2) Mathematische Berechnungsverfahren
Beispiel: Verfahren zur Berechnung der Sumine 2 + 3 + ...+ n flr gegebenes
n €N

Bei (1) zu verarbeiten: Dinge der ,realen Welt“, nicht ,mathatisch abstrahierbar”.

Bei (2) zu verarbeiten: mathematische, abstrakte, imnedleeObjekte (hier: Zahlen).

Mathematische Modellierung

Beispiel: Zu gegebener Abfahrts- und Ankunftszeit einegedust seine Fahrtzeit zu be-
rechnen.

o Abfahrts-/Ankunftszeit, Fahrtzeit: Dinge der realen \Welt
z.B.: ,Dreizehn Uhr zehn®.

e Abstraktion liefert: Mathematische Modelle der realendin
z.B.: Die Zahlen ,dreizehn” und ,zehn".

e \erarbeitung der abstrakten ,Eingabe“-Objekte liefert abstraktes ,Ausgabe“-
Objekt,
z.B.: Die Zahl ,einhundertdreiundsechzig*.

e Ruckinterpretation liefert: Antwort auf die gestellte geader realen Welt,
z.B.: ,Die Fahrtzeit betragt einhundertdreiundsechzigiien®.
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Mischformen

Beispiel: Zu gegebener Abfahrtszeit und gegebenem Zieloes Zuges soll eine entspre-
chende Fahrkarte ausgegeben werden.

e Abfahrtszeit: modellierbar wie oben.

Zielort: modellierbar in obigem Sinn (siehe spéter).

Fahrkarte: materielles Objekt, nicht modellierbar in @mgSinn.

Abtrennung einer Informatik-Aufgabe:

Ergebnis der Verarbeitung ist kein (abstraktes) Objektdson ein ,Steuersignal“ an
einen mechanischen Apparateteil (der die physikalischgeHlung und Ausgabe der
Fahrkarte erledigt).

Steuersignale: Spezielle Art von Algorithmus-Ausgaben.

Darstellung mathematischer Objekte

(Im Fahrtzeit-Beispiel:)

e Zu verarbeiten (nach Abstraktion): Zahlen, z.B. ,dreizetdur Verarbeitung not-
wendig:Darstellung (Reprasentatiopder Zahlen (vgl. Algorithmusbeispiel (2)).

e Typische Darstellung von ,dreizehn®:
13 (Dezimaldarstellung.
Andere Darstellungsmdglichkeiten:

T

1101 Binardarstellung)
Xl

DREIZEHN

(usw.).

Begriffsbestimmungen

¢ Information: Ein Bedeutungsinhalt.

Beispiele: Abfahrtszeit (,Reale-Welt“-Information),
Eine Zahl @bstrakte Informatior).

e Datum (Datenelement Abstrakte Information in einer konkreten Darstellungi(B
spiel: eine Zahl in Dezimaldarstellung).

e Datendarstellung Art der Darstellung von Daten (Beispiel: Dezimaldarstet von
Zahlen).

¢ Informationsverarbeitung (Datenverarbeitung: Verarbeitung von Darstellungen
von abstrakten Informationen; kurz: Verarbeitung von Date
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1.2 Algorithmen

Algorithmus im Fahrtzeit-Beispiel

(Vereinfachende Annahme: Keine Fahrt geht tber Mitterhactaus.)

Eingabe: vier natlrliche ZahleRarameterhierflr: s,;, map, San, Man;
Ergebnis: natirliche Zahl,
Berechnung:

Ergebnis= (s., — $ap) - 60 + Mgy — Mgy.
Algorithmus(idee) beinhaltet:

e Daten und mathematische Operationen (Addition, SubtraktVultiplikation) auf
diesen (,elementare Verarbeitungsschritte®),

e ,Zusammensetzung“ des Berechnungsvorgangs.

Ausfuhrungsbeispiel:
Die Eingabe von 13, 10, 15,53 fi,, map, San, Man liefert das Ergebnis 163.

Der Algorithmusbegriff

e Ein Algorithmus l6st (typischerweise) eine Klasse von Aalfgn, die durch seine
Parameterbestimmt ist. EineEingabe besteht aus konkreten (aktuell zu verarbei-
tenden) Daten fur die Parameter.

e Eingaben erzeugeAusfuhrungen eines Algorithmus, die in der Reg8esultate
(Ergebnisseg liefern. Diese kbnnen Daten oder Steuersignale sein.

e Ein Algorithmus verwendetlementare Verarbeitungsschrittand beschreibt, in
welcher Weise diese auszufuhren sind.

Grundanforderungen an einen Algorithmus:

e Prazise Aufschreibung: Die Verarbeitungsvorschrift migbenso wie die zu verar-
beitenden Daten) unmissverstandlich aufgeschrieben(Bairstellung, Reprasen-
tation des Algorithmus).

o Effektivitat der elementaren Verarbeitungsschritte: Jeder elemewaaebeitungs-
schritt muss von der zugrunde liegenden ,Verarbeitundmin(Prozessortatsach-
lich ausfuhrbar sein.
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Eigenschaften von Algorithmen

Ein Algorithmus heif3t

e terminierend fUr eine Eingabewenn jede mogliche Ausfihrung fur diese Eingabe
nach endlich vielen Schritten endet;

e terminierend wenn er fur jede mogliche Eingabe terminierendtstrfiiniert);

e deterministisch wenn die Reihenfolge der auszufiihrenden elementarenbéera
tungsschritte fur jede Eingabe eindeutig bestimmt ist.eanfdlls heil3t emicht-
deterministisch

e determiniert wenn das Resultat fir jede Eingabe eindeutig bestimmt ist;

e sequenziellwenn in allen Ausfiihrungen die Verarbeitungsschrittessgigtereinan-
der ausgefihrt werden;

e parallel (nebenlaufig, wenn gewisse Verarbeitungsschritte nebeneinandereausg
fuhrt werden.

Verarbeitungsziele von Algorithmen

e Algorithmus ist terminierend und liefert Datenelemengls)Resultat.

e Algorithmus ist terminierend und liefert Steuersignaled@ventuell zusatzlich Da-
ten) als Resultat (im Folgenden nicht behandelt).

e Algorithmus ist nicht terminierend und liefert wahrendresi Ausfihrung fortlau-
fend Steuersignale und/oder Daten (typische Anwenduri@gezesssteuerung, Be-
triebssysteme, Datentbertragung in Netzen usw.). Voimealélgorithmen erzeugte
Systeme heil3ereaktive Systemé@m Folgenden nicht behandelt).

Arten von Algorithmen

e Grundlegende Algorithmen
Algorithmen fur immer wieder verwendbare Verarbeitungsite (Grundaufga-
ben) bei typischen, insbesondere komplexen Daten, ohne dimék¢zug auf konkret
gegebene Anwendung in der realen Welt (,auf Vorrat®).

e Anwendungs-Algorithmen
Algorithmen zur Losung konkreter Aufgaben der realen Witen Kenntnis (d.h.
die Kenntnis, was die Daten modellieren) ist i.Allg. fur @etwicklung notwendig.
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1.3 Programmierung

Darstellung von Algorithmen

Zur Ausfuhrung auf einem Computer muss ein Algorithmusgehtiel3lich der zu ver-
arbeitenden Daten) vollkommen formal in eif@rogrammiersprache(als Programm)
dargestellt werden.

Beispiel: Darstellung des Fahrtzeit-Algorithmus
e in SML (in dieser Vorlesung verwendete Programmiersprache

fun fahrtzeit(s_ab,m_ab,s_an,m_an) =
(s_an - s_ab) * 60 + m_an - m_ab

e in Java (in Informatik Il verwendete Programmiersprache):

int fahrtzeit(int s_ab,int m_ab,int s_an,int m_an)

{
return((s_an - s_ab) * 60 + m_an - m_ab);

3

Gesamtbild (Fahrtzeit-Beispiel)

Abfahrtszeit
(Bsp.: ,dreizehn Uhr zehn*) Fahrtdauer
1 Ankunftszeit inhqltlich (Bsp.: ,einhundertund-
(Bsp.: ,funfzehn Uhr gewlnschte  dreiundsechzig Minuten®)
dreiundfunfzig") Berechnung
mathematische Ruckinterpretation
Modellierung in reale Welt

Vier natlirliche Zahlen Naturliche Zahl

(2) (Bsp.:,dreizehn®, ,zehn®, Algorithmus (Bsp.: ,einhundertund-
Jfunfzehn®,  dreiundfiinfzig®) dreiundsechzig®)
Darstellung Darstellung Interpretation
3) Dezimaldarstellung Programm Dezimaldarstellung
(Bsp.: 13,10,15,53) (Bsp.: 163)

(1): Reale-Welt-Ebene.
(2): Ebene der abstrakten Informationen (abstrakten Badgen semantischdebene).
(3): Darstellungs-EbensyntaktischeEbene).
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Entwicklung von Algorithmen

Zentrale Aufgabe des Informatikers; Grundmuster:

Algorithmus-Entwicklung, Programmentwicklungrogrammierung

N
7 Y

|

eigentliche Entwicklung Codierung
der Verfahrensidee

NS

konzeptionell getrennte Schritte,
bei kleineren Aufgaben: oft verschmolzen

Aufgabe Programm

Algorithmus

Pseudocode

e Zur Aufschreibung von Algorithmen (in seinen Entwicklusggen) ist es metho-
disch sinnvoll, nicht eine konkrete Programmierspracbedsrn eine programmier-
sprachenahnliche Darstellung unter Verwendung typisalgarithmischer Konzep-
te, mathematischer Schreibweisen und eventuell auchleehasatzelPseudocode
zu verwenden.

e Beschreibung des Fahrtzeit-Algorithmus in Pseudocode:

algorithm Fahrtzeit

iNput Sap, Map, San, May : NAt

output : nat

pre Keine Fahrt geht Uber Mitternacht hinaus

result Berechnung der Fahrtzeit bei Abfahrt umy,, Uhr m,;"
und Ankunft um ,s,, Uhr m,,"

begin
(San - Sab) * 60 + Man — Map

end

Entwicklung der Programmiersprachen

e In den frihen Jahren der Programmierung gab es nur ,Masttfinder ,maschi-
nennahe“ Sprachen. Programme in solchen Sprachen singfiiMénschen sehr
undbersichtlich und nur schwer verstandlich.
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Beispiel (Fahrtzeit-Algorithmus in ix386-Maschinensgirea):

pushl  7%ebp

movl %hesp, hebp

movl 16 (%ebp), %eax
subl 8(%hebp), %eax

leal (heax,heax,2), %edx
leal (%edx,%edx,4), %heax
sall $2, Jeax

addl 20(%ebp) , %eax
subl 12(%ebp), %eax
popl %ebp

e Die Bereitstellung von ,problemorientierten* (,h6her@nProgrammiersprachen
(und ihre automatische Ubersetzung in ,Maschinencoda“jJeénen so formuliert
werden kann wie in den Beispielen zu Beginn des Abschndt®ine wichtige Er-
rungenschatft der Informatik-Entwicklung.

Programmierstile und -sprachen

¢ Die algorithmischen Konzepte von verschiedenen problenbterten Programmier-
sprachen sind zum Teil gleichartig, zum Teil charakteresiesie unterschiedliche
Programmierstile

¢ In dieser Vorlesung behandelter Programmiergtinktionale (applikative) Pro-
grammierung (Algorithmus als Formulierung des funkti@mafusammenhangs zwi-
schen Eingabe- und Resultatdaten; vgl. Fahrtzeit-Algonis).

Beispiele fur Programmiersprachen: Lisp, ML, Miranda, kédls

e Weitere wichtige Programmierstildmperative (prozedural@ Programmierung
(Algorithmus ,verandert Grol3en“ durch ,Anweisungen®, z.BErhéhe z um 1%
Sprachen: Fortran, Algol, Pascal, Modula, Ghjektorientierte Programmierung
(Sprachen: Eiffel, Oberon, C++, JavlygischeProgrammierung (Sprachen: Prolog
und Varianten).

e Die Programmiersprache ML: Entwickelt 1980 (R. Milner)yvertert 1985 (D. Mac-
Queen); standardisiert Ende 80er Jahre (Standard ML, SMujdierte (aktuelle)
Version 1997.



Kapitel 2
Konzepte funktionaler Programmierung

2.1

Funktionen und Terme

(Mathematische) Terminologie und Schreibweisen

Es seiend und B Mengen. Eind=unktion (Abbildung) von A4 in B ist eine Zuord-
nung von genau einem Element B zu jedem Element einer gewissen Teilmen-
ge A’ von A, geschrieben:

Ty,

A heilRtQuelle B heifl3tZiel, und A’ heiRtDefinitionsbereichder Funktion. Istd’ =
A, so heilRt die Funktiototal, andernfalls (d.h.4" & A) partiell.

A — B bezeichnet die Menge aller Funktionen vann B. Istf € A — B, so
schreiben wir auch

f:A— B und fiozrey
und D(f) fur den Definitionsbereicid’ von f.

Istf : A — Bunda € D(f), so liefert dieFunktionsanwendungvon f auf
dasArgument ¢ dasa vermdgef zugeordnete Element aus, genanntWert der
Funktionsanwendung (vohflr a).

Schreibweisen fur die Funktionsanwendung (yaauf a):

f(a) (Funktionsschreibweisg
fa (Préafixschreibweisg
af (Postfixschreibweise

ar f as (falls A = Ay x Ay, a = (ay, az), Infixschreibweisé

Typen

Daten, die von Algorithmen verarbeitet werden, werdendhigiweise inTypen(Mengen
wgleichartiger Daten) eingeteilt. Typen (und ebenso diréffenden Daten) konnezie-
mentaroderzusammengesetzgein. Beispiele von elementaren Typ&asistypen sind

N : Natirliche Zahlen, z.B13, 0, 8732 in Pseudocode nat
Z : Ganze Zahlen, z.B.3, —13,0 bezeichnet durch’ int (,integer”)
R : Reelle Zahlen, z.B3.14, —82.0,0.0 1 real

13
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Kartesische Produkt¢Menge vonTupeln) der Art

R xR (real x real),
NXZ xZ (nat x int x int)
USW.

sind erste Beispiele von zusammengesetzten Typen.

Sprechweise: Ein Datenelement ,ist vom Typ ...“ oder ,hat dgp ... ".

Fahrtzeitberechnung als funktionaler Algorithmus

e Aus Abschnitt 1.2: Defferm
(San - Sab) - 60 + Map — Mgp

mit den (reien) Parametern (,Platzhaltern” fir konkrete Dateg), mas, San, Man
beschreibt das allgemeine ,Rechenmuster” zur Fahrtzsie&nung. Er fasst Ein-
zelberechnungen fir jeweils durch vier natirliche Zahlegejpene Uhrzeiten wie

(15 —13) - 60 + 53 — 10 (»Ab: 13 Uhr 10, An: 15 Uhr 53%)
(15—-13)-60+ 12 — 24 (»Ab: 13 Uhr 24, An: 15 Uhr 12%)
usw.

zusammen und definiert eine Funktion

NxNxNxN-—N,

(Sabu Maby San, man) — <3an - Sab) - 60 + Man — Mab,
(mathematisch) geschrieben auch:
)\(Saba Mab, San, man) . <Stm - Sab) - 60 + Man — Map-

Die Bildung einer Funktion aus einem Term in dieser Weis8ttainktionsabstrak-
tion. Die Parameter werden dalggbunden

e Die Funktion
)\(Saba Maby San, man) . (San - Sab) - 60 + Man — Map

ist die Rechenvorschrift, d.h. der Algorithmus (im Sinne filmktionalen Program-
mierung) zur Fahrtzeitberechnung; Notation in Pseudo¢adr):

funCtion(Sabu Mab, San, man) : <3an - Sab) * 60 + Moy — Map
oder (unter Einschluss der Quellen- und ZielanggetypteBeschreibung):

function(s,, : nat, my, : Nat, s,, : nat, my,, : nat) nat:
(San - Sab) * 60 + Man — Mgp

e Einzelberechnungen sind Ausfuhrungen des Algorithmusifig konkrete Eingabe
und lassen sich als Anwendungen der Funktfumktionsaufrufe) mit der Eingabe
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als Argument formulieren, z.B. (in Pseudocode-Notation):

(function (sup, Map, San, Man)  (San — Sab) * 60 + Mg, — myy) (13,10, 15,53).

Der Wert eines solchen Aufrufs ist das Resultat der betmd#a Algorithmusaus-
fuhrung.

Beachte: Das Argumertt 3, 10, 15, 53) ist in diesem Kontext zu verstehen als zu-
sammengesetztes Datenelement (4-TupeMNadsN x N x N).

Namen fur Funktionen

e Zur ,einfacheren* Verwendung von Funktionen: Bezeichndngch Bindung an)
Namen z.B.:

in mathematischer Notation:

Fahrtzeit : N XN x N x N — N,
Fahrtzeit : (Sap, Mabs Sans Man) — (San — Sap) - 60 + Mgy — Mgy
(oder: Fahrtzeit = A(Sah, Mab, Sans Man) - (San — Sap) * 60 + Man — Mgy),

in Pseudocode:

Fahrtzeit = function(s,, : nat, my;, : nat, s,, : nat, m,, : nat) nat :
(San - Sab) * 60 + Man — Mgy

Eine derartige ,Funktionsdefinition und -benennung“ hétBhktionsdeklaration
(Funktionsvereinbarung. (Eine Funktion ohne Namen heif3t avaonym)

¢ \ereinfachte Notation fur Aufruf debenannter) Funktion Fahrtzeit:

Fahrtzeit (13,10, 15, 53).

Zusammensetzung von Funktionen

Eine Funktion kann sich auf (eine oder mehrere) andere kamétabstitzen
Beispiel (Fuhrtzeit’: Berechnung der Fahrtzeit in Stunden und Minuten):

MinStd = function(m : nat) nat x nat :

result Umrechnung vonn Minuten in(Stunden, Minuten
(m div 60, m mod 60)

Fahrtzeit = function(s,, : nat, my, : nat, s,,, : nat, m,, : nat) nat :
result Fahrtzeit in Minuten
(San — Sab) * 60 4 Man — Mgy

Fahrtzeit’ = function (s, : nat, my, : Nat, s,, : nat, my, : nat) nat x nat :

result Fahrtzeit in(Stunden, Minuten
MinStd(Fahrtzeit(Sqp, Mab, San, Man))

Beachte beiMinStd und Fahrtzeit': Resultatdaten sind vom Typat x nat, d.h. 2-Tupel
(Paare naturlicher Zahlen.
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Funktionale Algorithmen

Ein Algorithmus im Sinne der funktionalen Programmierusigeine in einer Funk-

tionsdeklaration benannte, durch Funktionsabstraktiemeanem Term gewonnene

Funktion der Art
function(z; : typy, ..., z, = typ,) typ = t
(die sich auf andere solche Funktionen abstitzen kann) aus

typy X ... X typ, — typ.

Dabei bezeichnetyp, . .., typ,, typ Typen,z, ..., z, Parameter (in diesem Kon-

text auchformale Parameter genannt; die Argumente von Funktionsaufrufésehe

dann auclaktuelle Parameter). Der Termheil3tRumpf der Funktion.

Terme, aus denen Funktionen gewonnen werden, enthalteemtumgen vorBa-

sisfunktionenund eventuell anderen Funktionen auf Parameter und Daten.

Basisfunktionen sind vorgegebene Funktionen (z:B—, x, /, div, mod, . ..), die
die elementaren Verarbeitungsschritte (vgl. Abschnij fieprasentieren.

Konstanten

e Zur Systematisierung: Terme ohne Parameter konnemalkstellige) Funktionen

angesehen werden. Namen solcher Funktionen h&iBestanten die entsprechen-
den DeklarationeilementdeklarationenSchreibweise (z.B.):

betrag = 543 — 3028.
Aufruf:

betrag.

e In Funktionsrimpfen konnen auch innerhalb der Funktionatdedte (okale) Kon-

stanten verwendet werden. Dies geschieht in der Form eirassider Art
let...in ¢ end,

wobeit ein Term ist und ifet. . . in eine endliche Anzahl von Elementdeklarationen
stehen. Beispiel:

g = function(z : real, y; : real, y, : real) real :

let
21=nN*WN
_22 =12/
in

(21 + 22) /2

end
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2.2

Bedingte Terme

Fallunterscheidungen

Beispiel: Fahrtzeitberechnung ohne die bisherige Eidsdtung, dass keine Fahrt
Uber Mitternacht hinausgeht. (Verbleibende Einschragk&ahrten dauern weniger
als 24 Stunden.)

Algorithmus:

Fahrtzeit” = function (s, : nat, mg, : Nat, s,, : nat, m,, : nat) nat :
pre Fahrtdauer weniger als 24 Stunden

let

2 = (San — Sap) * 60 + Mgy, — Mgy
in

if z < 0then z + 1440 elsez

end

Allgemein:
Zur Formulierung vorfallunterscheidungenwerdenbedingte Termaler Form

if b then ¢, elset,

als weitere Art von Termen zugelassen. DabebistneBedingung #; und ¢, sind
Terme.

Eine Bedingung kann ,wahr* oder ,falsch* sein. Diese beid&ahrheitswerte—
dargestellt durchirue und false — bilden einen eigenen (Basis-) Typ — bezeichnet
durchbool — der genau diese beiden Datenelemente enthalt.

Bedingungen

Bedingungen sind Terme, die Wahrheitswerte reprasentiesée heiRen auch
Boolesche Ausdriickg Terme, die (ausschlief3lich) mit, —, «, / usw. gebildet sind
und Zahlen reprasentieren, heil3en aadthmetische Ausdriickg

Funktionen wie<, >, =, ... (Vergleichsoperationenverwendet in Infixschreibwei-
se) sind typische Basisfunktionen zur Formulierung voartentaren) Bedingungen.
Beispiel: < :nat x nat — bool

(ebenso furint x int — bool und real x real — bool)

ey — true, falls z kleiner alsy ist
y= false  sonst.

Aus einzelnen Bedingungen kénnen mit folgenden weiteresisBanktionen neue
komplexere Bedingungen zusammengesetzt werden:

- : bool — bool (Negation ,nicht®),
A : bool x bool — bool (Konjunktion, ,und®),
V : bool x bool — bool (Disjunktion, ,oder®).



2.3 Rekursive Funktionen 18

Diese Funktionen sind durch folgentéahrheitstafelndefiniert:

z Y -z |TANYy|zTzVYy
true  true | false | true | true
true  false false | true
false  true | true | false | true
false  false false | false
Bemerkung: Fur, A, vV gelten eine ganze Reihe von Rechengesetzen (,Boolesche
Algebra®), z.B.:
L =T,
T ANy=yANux,

tA(yAz)=(zAy) Az,
tA(yVz)=(xAy)V(zAz),
T Nilrue =z

USW.

e Beispiel:

zwischen10und20 = function(z : int) bool :
100<zAhr <20
beispiel = function(z : int, y : int)int :
if zwischen10und20(z) vV y = 0thenz

else ifzwischen10und20(y) then y
elsex —y

2.3 Rekursive Funktionen

Beispiel: Fakultat

Fakultat(sfunktion): !:N — N,

Einzelberechnungen: 0! =1

=1 =0l-1  (=1-01)
2=1-2 =11-2  (=2-11)
31=1-2-3 =20.3  (=3.2))
41=1.2.3.4 =34 (=4-3)

Allgemeines ,Rechenmuster*: 0! =1,
nl=mn-(n—1)! far n > 0.
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Andere Schreibweisen hierftr: 0! = 1.
(n+1)!'=(n+1)-n!

al — 1, fallsn =0
" | n-(n—1)! sonst
In Pseudocode:  fak = function(n : nat) nat :
if n=0thenl1
elsen x fak(n — 1)

Grundprinzip:
Der Term zur Berechnung vgiak enthélt einen Aufruf vorfak (rekursive Definition).

Einzelberechnung durch Funktionsaufruf (z.B.):

fa,k(4) = 4 - fak(3)

4-(3- fak(2))
4-(3-(2 fak(1)))
4-(3-(2-(1- fak(0))))
4(3 (2-(1-1)))

=2

Rekursive Funktionen

Weitere Art von Algorithmen: Funktionen, die in ihrem Rungpfindestens) einen Aufruf
von sich selbst enthalterekursive Funktionen.

Weitere Beispiele:

e Exponentiation: ezp :int x nat — int, ezp(z,n) = z"
erp = function(z : int, n : nat)int :
if n=0then1
elsez x exp(z,n — 1)

Beispielrechnung:

e Fibonacci-Funktion:
fib = function(n : nat) nat :
ifn=0Vvn=1thenl
elsefib(n — 1) + fib(n — 2)



2.3 Rekursive Funktionen 20

Beispielrechnung:

fib(4) = fib(3) b( )
= fib(2) + fib(1) + fib(1) + fib(0)
= fib(1) + fib(0) + 1+ 1+1
=14+1+1+1+1
= 5.

tid

o Ackermann-Funktion:

ack = function(m : nat, n : nat) nat :
if m=0thenn+1
else ifn = 0 then ack(m — 1, 1)
elseack(m — 1, ack(m,n — 1))

Beispielrechnung:

ack(1,2) = ack(0, ack(1,1))
= ack(0, ack(0, ack(1,0)))
= ack(0, ack(0, ack(0,1)))
= ack(0, ack(0,2))
= ack(0, 3)

Die Technik der Einbettung

Fur viele konkrete Aufgaben: Keine ,direkte” Losung in Foeimmer rekursiven Funktion
angebbar; mdgliche Losung durEimbettungin eine allgemeinere Aufgabe.

Beispiel: Firn € N soll bestimmt werden, ob Primzahl ist, d.h. ob gilt:

n > 1 und
n ist durch keine Zahl € N mit2 < i < n teilbar. (2)

Kein direkter rekursiver Ansatz fur (1), Verallgemeinegun

(2) Bestimme, obn durch keine Zaht € Nmit k < i < n teilbar ist
(wobei2 < k£ < n).
(2) lasst sich leicht rekursiv I6sen, und (1) wird durch @)# = 2 gelost:
keineteiler = function(n : nat, k£ : nat) bool :
pre2<k<n
if & = nthen true
elsen mod k # 0 A keineteiler(n, k + 1)

istprim = function(n : nat) bool :
n > 1 A keineteiler(n, 2)

Verschrankt rekursive Funktionen

Funktionen, die sich in ihrem Rumpf gegenseitig aufrufen3anverschrankt rekursiv
Beispiel: Test, ob eine gegebene nattrliche Zahl gerade ist
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erade(n) = true, fallsn gerade
9 ~ | false sonst

Algorithmus:

gerade = function(n : nat) bool :
if n = 0then true
elseungerade(n — 1)

ungerade = function(n : nat) bool :
if n = 0then false
elsegerade(n — 1)

Beispielrechnung:

gerade(5) = ungerade(4)
= gerade(3)
= ungerade(2)
= gerade(1)
= ungerade(0)
= false.

Weitere Beispiele

1. Furm,n € N soll die kleinste Primzaht mit m < k£ < n bestimmt werden (falls
eine solche Primzahl existiert, andernfalls solt- 1 das Ergebnis der Berechnung
sein).

Algorithmus (unter Verwendung voRtprim):

kleinsteprimzahl = function(m : nat, n : nat) nat :
if m>nthenn +1
else ifkleinsteprimzahl(m,n — 1) < n
then kleinsteprimzahl(m,n — 1)
else ifistprim(n) then n
elsen + 1

Beispielrechnung fukleinsteprimzahl (8,12):

kleinsteprimzahl(8,8) = 9,
also: kleinsteprimzahl(8,9) = 10,
also: kleinsteprimzahl(8,10) = 11,
also: kleinsteprimzahl(8,11) = 11,
also: kleinsteprimzahl(8,12) = kleinsteprimzahl(8,11)
=11

2. Furn € N soll die Anzahlanztup(n) der n-Tupel ausN™ bestimmt werden, die als
Komponenten nur die Zahlen 2, 3, 4 und dabei diel in gerader Anzahl enthalten.
(N"=NxNx...xN,)

n
Algorithmus (unter Verwendung voixp):
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anztup = function(n : nat) nat :
if n=0thenl1
elseexp(4,n — 1) + 2 * anztup(n — 1)

Beispielrechnung:

anztup(3) = exp(4,2) + 2 - anztup(2)
=164 2- (exzp(4,1) + 2 - anztup(1))
=16+2-(4+2- (exp(4,0) + 2 - anztup(0)))
—16+2-(4+2-(1+2-1))
= 36.

3. Furn € N soll die ,ganzzahlige Wurzelt/n| von n (d.i. dasjeniget € N mit
k < \/n <k + 1) bestimmt werden.

Algorithmus (mit Einbettung):

wurzelallgemein = function(m : nat, n : nat) nat :
pre mxm <n
if (m+1)%(m+1)>nthenm
elsewurzelallgemein(m + 1, n)

wurzel = function(n : nat) nat :
wurzelallgemein (0, n)

Beispielrechnung:

wurzel(10) = wurzelallgemein (0
= wurzelallgemein (1,
= wurzelallgemein (2,
= wurzelallgemein (3

= 3.

Y

—_ = = =
— — — —

0
0
0
0

Y

4. Die MengeN x N sei wie folgt durch eine totale Ordnung angeordnet:
(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),(3,0), (2,1),(1,2),(0,3), ..

(Es folgen jeweils Gruppen von Paareny) mitz +y = 0, 1,2, 3, . .. aufeinander.
Jede derartige Gruppe mit-y = m beginnt mit(m, 0) und z&hlt danm: sukzessive
um 1 bis0 herunter.)

Zu n € N soll dasn-te Paar bestimmt werden (wob@i, 0) als0-tes Paar gezahlt
wird).

Algorithmus:

paarl = function(n : nat) nat :
if n = 0then0
else ifpaarl(n — 1) = 0 then paar2(n — 1) + 1
elsepaarl(n —1) — 1
paar2 = function(n : nat) nat :
if n = 0then0
else ifpaarl(n — 1) = 0then0
elsepaar2(n — 1) + 1



2.4 Eigenschaften rekursiver Funktionen 23

paar = function(n : nat) nat x nat :
(paarl(n), paar2(n))

Beispielrechnung flpaar(4):

0, paar2(0) =0,

) =paar2(0) +1 =1, paar2(
) =paarl(l)—1=0, paar2(
) =npaar2(2)+1=2, paar2(
) =paarl(3) —1=1, paar2(

0
also: paarl(1l
also: paarl(2
also: paarl(3
4
)

also: paarl(
also: paar(4

Bemerkung

Zu einer Aufgabe kann es ,grundsatzlich verschiedene“ns%e Losungsideen geben.

Beispiel Exponentiation:

exp’ = function(z : int, n : nat)int :
if n=0then1
else ifn mod 2 = 0 then exp’(z * z, n div 2)
elsex x exp’(z * x, n div 2)

Beispielrechnung:

exp’(2,6) = exp’'(4,3)
=4-exp'(16,1)
=4-16- exp’(256,0)
=4-16-1
= 64.

2.4 Eigenschaften rekursiver Funktionen

Das Terminierungsproblem

e Konzept der Rekursion: Sehr machtig, aber auch mit ,,Geféhre

e Insbesondere: Rekursion ist eine Quelle von Undefinidrthei
Beispiel (vgl.fak):

endlos = function(n : nat) nat :
if n =0then1elsen x endlos(n + 1)

Esistendlos(0) = 1, und firn > 0 ist endlos(n) undefiniert.



2.4 Eigenschaften rekursiver Funktionen 24

e Terminierungsproblem:

Terminiert eine rekursive Funktion wie gewiinscht (d.h.dile Argumente aus dem
beabsichtigten Definitionsbereich)?

Fundierte Relationen

e Mogliches Argument fir den Nachweis der Terminierung eme&ursiven Funktion
f fur eine Eingabe: (informell):

— Der Aufruf vony fur z zieht eine Folge weiterer Aufrufe vgimit Argumenten
x1, T2, 23, . . . NAch sich. Diese Folge kann nicht unendlich sein.

e Zur Formalisierung und Verallgemeinerung dieser Arguragoim wird definiert:

Eine binare Relatior auf einer Mengé\/ heil3tfundiert, falls es keine unendliche
Folgeag, a1, as, . .. von Elementen vor/ gibt mit a;,; < a; fUr alle: € N.

Beispiele:
Fundierte Relationen auf:

—-_—m<n<m<n.
—m=<n&<n=m++ 1.

Fundierte Relationen alif x N:
— (m,n) < (k, 1) m < koderm =k,n <.

— (m,n) < (k,l) & (m,n) stehtin der im Beispiebaar (Abschnitt 2.3)
gegebenen Ordnung vk, /).

Abstiegsfunktionen

Allgemeines Schema zum Terminierungsnachweis von (nesohrankt) rekursiven Funk-
tionen:

Seien

f = function(z; : typy, ..., z, : typ,) typ : ¢

eine rekursiv definierte Funktiod, C typ, x ... X typ,, M eine Menge< eine fundierte
Relation aufAM/ und

h:typy X ... X typ, — M

eine Funktion Abstiegsfunktion (fuirf)) mit folgenden Eigenschaften:
Zieht ein Aufruff (z1, ..., z,) Aufrufe f(y, ..., y,) in t nach sich, so gilt:

e Falls(zy,...,z,) € A,s0(y1,...,yn) € A (und die Auswertung von liefert einen
definierten Wert, falls die Aufrufé(y,, ..., y,) definiert sind).

o h(yr,. ., Yn) < h(z1,...,2,).
Dann gilt:f terminiert fur jedes Argument, ..., z,) € A (m.a.W.:A C D(f)).
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(Beachte: Wesentlich fur die Anwendung dieser MethodeastAlffinden einer Abstiegs-
funktion mit geeignetend/ und <.)

Beispiele

1. fak = function(n : nat) nat :
if n =0then1 elsen * fak(n —1)

Setzed = N, und wahleN als M, < als< und die Abstiegsfunktion(n) = n.
Dann folgt: fak terminiert fur allen € N.

2. keineteiler = function(n : nat, k£ : nat) bool :
pre2<k<mn
if £ = n then true elsen mod k # 0 A keineteiler(n, k + 1)

Setzed = {(n,k) e Nx N |2 <k < n}, und wahleN als M, < als< und die
Abstiegsfunktiom(n, k) = n — k.
Dann folgt:keineteiler terminiert fur alle(n, k) e N x Nmit2 < k < n.
3. ack = function(m : nat, n : nat) nat :
if m=0thenn+1

else ifn = 0 then ack(m — 1, 1)
elseack(m — 1, ack(m,n — 1))

Setzed = N x N, und wahleN x N als M,
(m,n) < (k,l) < m < koderm =k,n<I

und die Abstiegsfunktion(m, n) = (m, n).
Dann folgt: ack terminiert fur alle(m, n) € N x N.

Bemerkung

Sei

unklar = function(n : nat) nat :
ifn=0Vn=1thenl
else ifn mod 2 = 1 then unklar(3 x n + 1)
elseunklar(n div 2)

Es ist ein offenes Problem, alnklar flr jedes Argument € N terminiert.

Weitere Eigenschaften rekursiver Funktionen

Die Terminierung ist eine wichtige nicht-triviale Eigehsdt von rekursiven Funktionen.
Allgemein kbénnen auch andere Eigenschaften relevant (iohd offensichtlich) sein.
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Beispiele:

e Korrektheit:
Die rekursive Funktion 16st die gestellte Aufgabe.

o Wertverlauf-Eigenschaften (Monotonie, Beschrankthei.).
e Aussagen Uber die benotigte Anzahl von Ausfiihrungen voirsBektionen.

Nachweis solcher Eigenschaften: Durch formale Beweiseliofognd eventuell ange-
bracht. Grundlegendes Beweismitteiduktion. (Nachweis von Terminierung und/oder
Korrektheit:Programmverifikation)

Das Induktionsprinzip

Allgemeines Schema zum Nachweis, dass fur alle Elemente giangeA eine bestimmte
Eigenschaft gilt:

Sei M eine Menge< eine fundierte Relation au¥/ undh : A — M eine Funktion, so
dass fur aller € A gilt:

e Aus der Annahme IQduktionsvoraussetzung dass& fir alle y € A mit
h(y) < h(z) qgilt, folgt, dass€ auch furz gilt (Induktionsschlus$.

Dann gilt€ fur allez € A.

Sprechweise bei konkreter Anwendung dieses Beweispanrnguktion nach h(z) (bzgl.
< auf M).

Insbesondered CN, M =N, m <n< m <noderm <n<n=m-+1,h(n)=n:
Induktion nach n (vollstandige Induktior).
Beispiel A =N, m < n < n=m+1):
Zu zeigen:
e & gilt fur 0 (ohne Voraussetzungen).
e Gilt & fUr n, so auch fum + 1.
Dann gilt€ fur allen € N.

Bemerkung

Das oben angegebene allgemeine Schema fur Terminierumgisizeson rekursiven Funk-
tionen

f = function(z; : typy, ..., z, : typ,) typ : ¢

kann selbst durch Induktion gerechtfertigt werden (ist & Spezialfall des Induktions-
prinzips):
Die Behauptung ist:

[z, ... @,) istfuralle(z, ..., z,) € A definiert.
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Aus den angegebenen Voraussetzungen folgt mit der Indhsktavaussetzung, dass die

Aufrufe f(y1, ..., ys), dief(z, ..., z,) nach sich zieht, definiert sind und somit die Aus-
wertung vont einen definierten Wert fif(zy, . . ., =) ergibt.
Beispiele

1. Behauptung: Fir die Ackermann-Funktion

ack = function(m : nat, n : nat) nat :
if m=0thenn+1
else ifn = 0 then ack(m —1,1)
elseack(m — 1, ack(m,n — 1))
gilt:
ack(m,n) > n farallem,n € N (d.h.: fur alle(m,n) € N x N).
Induktionsbeweis:
e A=NxN,M =NxN, (m,n) < (k,]) & m < koderm = k,n < I,
h(m,n) = (m,n). (Induktion nach(m, n) bzgl. < aufN x N.)
e Fallsack(m’,n') > n'fur (m’,n") < (m,n), soack(m,n) > n.
e Damit: ack(m,n) > n furalle(m,n) € N x N,

2. Behauptung: Fur die Fibonacci-Funktion

fib = function(n : nat) nat :
if n=0Vvn=1thenlelsefib(n — 1)+ fib(n —2)

undn € N seig(n) die Anzahl der auszufiihrenden Additionen bei einer Beraggn
von fib(n). Es gilt:

g(n) <272 furallen € Nmitn > 2.
Induktionsbeweis:

e Induktion nachn. (A = {n € N | n > 2}.)
e Fallsg(m) < 2™ 2flrm < n,m > 2,s0g(n) < 2" 2flrn > 2.
e Damit: g(n) < 2" furallen € Nmitn > 2.

3. Behauptung: Die Funktion

ggt = function(m : nat, n : nat) nat :
prem >0,n>0
if m =nthenm
else ifm > n then ggt(m — n, n)
elseggt(m,n — m)

(Euklidischer Algorithmug berechnet den gréf3ten gemeinsamen Teilerneaimd
n, d.h. furm,n > 0 gilt ggt(m,n) = g(m,n), wobeig : N x N — N definiert ist
durch (n,n > 0):
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g(m,n) = 1< [ist Teiler vonm undn,
und fUr jeden Teilek vonm undn istk < [.

Induktionsbeweis:
e Induktion nachm + n. (A = {(m,n) e Nx N | m > 0,n > 0}, h(m,n) =
m+ n.)
e Fallsggt(m’,n') = g(m/,n’) fUr m’, n' mit m’ + n’ < m + n, m’;n’ > 0 gilt,
so giltggt(m,n) = g(m, n) far m, n. mit m, n > 0.
e Damit: ggt(m,n) = g(m,n) furalle m,n € Nmitm,n > 0.

Totale und partielle Korrektheit

e Die (Korrektheits-) Aussage im letzten Beispiel beinhattech die Terminierung
fur die beabsichtigte Menge moglicher Eingaben. Dies bedeenauer di¢otale
Korrektheitder Funktionggt.

Allgemein: f ist total korrekt beztglich einer (zu berechnenden) Famkgi, wenn
fur alle Argumente:, fur die g definiert ist, gilt:f terminiert furz, und es isff (z) =

g9(z).

e Eine schwéchere Eigenschatft ist giartielle Korrektheit Es wird nur gefordert,
dassf(z) = g(z) gilt fur alle Argumenter € D(g), fur dief terminiert.

Offensichtlich gilt:

Jpartielle Korrektheit+ Terminierung= totale Korrektheit".

Eine Beweismethode fur partielle Korrektheit

Die partielle Korrektheit einer rekursiven Funktion kanamhaufig unabhangig von der
Terminierung und mit anderen Methoden beweisen, z.B. natgefdem allgemeinen
Schema:

Seien
[ =function(z; : typ,..., 2, : typ,) typ = ¢

eine (nicht verschrankt) rekursiv definierte Funktion und
g :typy X ... X typ, — typ.

Faralle(z,...,z,) € D(g) gelte:

e Aus der Annahme, das8vi,...,yn) = g(v1,...,y,) fur alle von dem Aufruf
f(z,...,z,) hervorgerufenen Aufrufé(y,, ..., y,) mit (y1,...,y,) € D(g) gilt,

folgt f(z1, ..., 2,) = g(x1, ..., Zp).
Dann gilt:

Far alle (z1,...,z,) € D(g), fur die f terminiert, gilt f(z1,...,2,) = g(z1,...,2,)
(m.a.W.:f ist partiell korrekt beziiglicly).
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Beispiele

1. Behauptung: Fur die Funktion

unklar = function(n : nat) nat :
ifn=0Vn=1thenl
else ifn mod 2 = 1 then unklar(3 x n + 1)
elseunklar(n div 2)

(s.0.) giltunklar(n) =1 (= g(n)) fur alle n € N, fur die unklar terminiert.

Beweis: Sein € N = D(g) (damit:3xn + 1 € N und n div 2 € N).

e Ausunklar(3n+ 1) = 1 undunklar(n div2) = 1 folgt unklar(n) = 1.
e Damit: unklar(n) = 1 fur allen € N, fur die unklar terminiert.

2. Die oben gezeigte totale Korrektheit der Funktign lasst sich alternativ beweisen
durch den Nachweis der beiden Behauptungen

a) ggt ist partiell korrekt bezuglich der imgt-Beispiel angegebenen Funktign
b) ggt terminiert far allem, n > 0.

Beweis von a): Auggt(m—mn,n) = g(m—n, n)undggt(m,n—m) = g(m, n—m)
folgt ggt(m, n) = g(m, n). Daraus folgt die Behauptung.

Beweis von b): Mit der Abstiegsfunktiofn(m, n) = m + n.

2.5 Polymorphe Funktionen

Polymorphe Typen

In Funktionen zugelassen: TypbezeichnungenTygvariablen(stehen fur beliebige Ty-
pen).
Pseudocode-Bezeichnungen:3, v, . . ..

Eine Typbezeichnung (kurz: ein Typ) hei@dlymorph (Polytyp, wenn er Typvariablen
enthalt.

Beispiele: a,
B x v x real.

Ein nicht polymorpher Typ heilfhonomorph(Monotyp).
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Polymorphe Funktionen

Eine Funktionf : typ — typ’ mit polymorphen Typemyp und/odertyp’ heildtpolymorph

f kann aufgerufen werden mit Argumenten von allen Monotyjgés austyp entstehen,
wenn die intyp enthaltenen Typvariablen (konsistent) durch monomorpipeil ersetzt
werden. Das entsprechende Resultat ist von dem Typ, deh dig@leiche Ersetzung aus
typ’ entsteht.

Beispiel:

tausch = function(z : o,y : B) B X ¢ : (y, 1)

Aufrufe:  tausch(7,13) (liefert (13, 7))
tausch(true, —13) (liefert (—13, true))
tausch(3.14, false) (liefert (false, 3.14))
usw.

2.6 Funktionen héherer Ordnung

Begriffsbestimmungen

e Zusammensetzung von Typen: Siag und typ’ Typen, so istyp — typ’ (Menge
der Funktionen vonyp in typ’) ein (zusammengesetzter) Typ.

e Typen der Arttyp — typ’ heiBenFunktionstypen Typen, die nicht Funktionstypen
sind, nennen wibDatentypen

e Eine Funktion vom Typlyp — typ’, wo typ und/odertyp’ selbst Funktionstypen
oder unter Verwendung von Funktionstypen zusammengeset;theil3tFunktion
héherer Ordnung(Funktional).

Funktionen als Resultate

e Schreibweisetyp — typ’ — typ” fUr typ — (typ’ — typ”)
(und analog fur mehr als 3 Typen).

e Jede Funktion

fi € typy X typs X ... X typ, — typ

lasst sich auch als Funktion

fo € typr — typy — ... — typ, — typ



2.6 Funktionen hoherer Ordnung 31

darstellen Currying) und umgekehrtWncurrying). f, hei3tcurried, genauer: die
curried Version vonf;. Umgekehrt heil3f; die uncurried Version vonf.

e Beispiel: Addition zweier ganzer Zahlen (z(y) — z + y).
Uncurried (nt x int — int):

plus = function(z :int,y :int)int : z + y

Aufruf (z.B.): plus(3,5).
Curried {nt — int — int):

add = function(z : int) int — int : function(y : int)int : z + y

Aufruf (z.B.): add(3)(5).

Funktionen als Argumente

¢ In wichtigen Anwendungsaufgaben: Algorithmus, der besttenWerte allgemein
fur ,beliebige* Funktionen berechnen soll.

e Dazu: Funktionen mit Funktionen als Argumenten. (Mit dredéglichkeit, werden
Funktionen héherer Ordnung zu einem sehr machtigen Konzept

Beispiele:
1. Berechnung des Differenzenquotienten fur eine Funktion

diffquot = function(f : real — real, z : real, delta : real) real :
(f(z + delta) — f(z))/delta

Maglicher Aufruf:
diffquot(function(z : real) real : z * z,5.0,0.001)
Alternativ:

quadrat = function(z : real)real : z x z
diffquot(quadrat,5.0,0.001)

2. Néaherungsweise Berechnung der Nullstelle einer Funktio

nullstelle = function(f : real — real, a : real, b : real, eps : real) real :
pre a < b,f(a) <0,f(b) >0,eps >0
let
c=(a+0b)/2
in
if b —a < 2xepsthenc
elseiff(c) =0thenc
elseiff (¢) > 0then nullstelle(f, a, c, eps)
elsenullstelle(f, c, b, eps)
end



2.6 Funktionen hoherer Ordnung 32

Einige Grundalgorithmen héherer Ordnung

1. Funktionskomposition

f:tA—=-B g:C—-A +— fog:(C— B,
fog:z— f(g(z)).

o als Funktion hdoherer Ordnung:
0o:(A—-B)x(C—A)— C— B.
Algorithmus fiiro:

comp = function(f :ax — B,9: v > a)y — 3:
function(z : v) B : f(g(z))

Anwendungsbeispiel (vgl. Abschnitt 2.1):
Fahrtzeit' = comp(MinStd, Fahrtzeit)
2. n-fache lteration einer Funktion

f:A—=A neN — fr:A—A,
e (G (7))
——

n

Algorithmus:

iteriert = function(f : a — a,n:nat) a — a :
function(z : o) o :
if n=0thenz
elsef (iteriert(f,n — 1)(z))

Anwendungsbeispiel:

zweihochz = function(z : nat) nat :
result 2”
iteriert(function(y : nat)nat : 2 x y, z)(1)

Funktionen, Konstanten, Terme, Werte

e Algorithmus ist gegeben durch Deklarationen der Art

[ =function(z; : typr, ..., 2, : typs) typ : t, Q)
a=t. (2)

Bisherige Sichtweise: (2) aufgefasst als spezielle Fonkteklaration.
e Im Lichte der Funktionen héherer Ordnung:
function(z; : typy, ..., z, = typ,) typ = t

auch auffassbar als Term d.h.: (1) auffassbar als Elemidatdéon im Stile von (2).
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e \ereinheitlichende Sprechweise (angelehnt an SML): (1) (&) sindWertdekla-
rationen; an die betreffenden Namen sind die von den Termen gekgféNerte
gebunden. (Genaueres hierzu: Abschnitt 3.4.)



Kapitel 3
Funktionale Programmierung in SML

3.1 SML-Programme

SML-Sitzungen

e SML ist in eineminteraktiven Programmiersystem realisiert: In eirfgitzungkon-
nen — nach ,Aufforderung” durch da®iompi- Zeichen ;- — sowohl (beliebig
viele) Algorithmen (als Wertdeklarationen eingeleitet iem Schliisselworgal)
als auch deren Ausfuhrungen (Funktionsaufrufe) formwierden.

e Wertdeklarationen werden von Aufrufen (ebenso wie mehkerfeufe voneinander)
durch die Eingabe eines Strichpunkts getrennt. Nach jedieihen Eingabe bestimmt
das System die betreffenden Werte (in der Reihenfolge d&schteibung) und zeigt
diese an. Danach erscheint wiedet, und die nachste Eingabe kann getatigt werden
usw. (Mehrere Wertdeklarationen kénnen selbst auch durathfunkte voneinan-
der getrennt werden.)

e Beispiel-Sitzung:

- val a = 18.375
val aquadrat = axa
val b = 70.31/a
val f = fn(x:real):real => (aquadrat + b)/x;
val a = 18.375 : real
val aquadrat = 337.640625 : real
val b = 70.0168707482993 : real
val f = fn : real -> real

-f2.0 (* Berechnung von £f(2) *);
val 1t = 168.811877126 : real
- £(4.0) (* Berechnung von f(4) *);

val 1t = 84.4059385629 : real

(SML-Sitzungen und -Programme notieren wirdehreibmaschinenschrift, die
LAntworten® schreiben wir zur besseren Lesbarkgitsiv.)

e Die SML-Notation ist im wesentlichen so wie der Pseudocoaie Kapitel 2, mit
nachfolgend beschriebenen Ausnahmen und Besonderheiten.

Besonderheiten von SML-Darstellungen

e ,~“ bezeichnet das ,einstellige Minus®. Die Booleschen Bfasiktionen—, A und
Vv werden mitnhot, andalsoundorelsebezeichnet.

34
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Die Deklaration einer Funktion geschieht in der im Beispigjegebenen Form (ins-
besondere mit dem Schllsselwantstattfunction), bei rekursiven Funktionen in
der Form

valrecf =fhz = ...

Die Typangaben kdnnen (meistens) auch weggelassen wekdsnghmen: s.u.).
Das System erkennt die Typen ,automatisch” (aus den Datstailangen) und gibt
sie mit der Wertangabe aus. Aul3erdem kann als andere Sekisébauch

fun f(z)=...
gewahlt werden (auch bei rekursiven Funktionen), z.B.:

- fun f(x) = (aquadrat + b)/x;
val f = fn : real -> real

(Wir nennen jetzt diese im Folgenden bevorzugte Schredminktionsdeklara-
tion.)

Den Wert liefert das System in jedem Fall in der im Beispieisirierten Form (mit
dem Typ der Funktion nach dem Doppelpunkt).

Zeichen wie+ und* (und andere) bezeichnen Basisfunktionen fir Daten vezschi
dener Typen, etwat undreal. In Deklarationen von Funktionen, deren Typ wegen
dieserUberladungder Zeichen (mit jeweils mehr als einer Bedeutung) nichdein

tig bestimmt werden kénnte, ist der jeweilige Anwendunlygigrch eine (zumindest
teilweise beibehaltene) Typangalgg-Einschrankung zu bestimmen. Beispiel:

- fun quadrat(x) = x*x;
2

- fun quadrat(x:real) = x*x;
val quadrat = fn : real -> real

Funktionsaufrufe kdnnen in Funktions- oder Préafixschreilse geschrieben werden.
Gleiches gilt auch fur die Parameterangabe bei der Deldaratner Funktion, z.B.:

fun f x = (aquadrat + b)/x

Der Wert eines Funktionsaufrufs wird ebenfalls mit seing/p ahgegeben und au-
Berdem mit einem ausgezeichneten Namerersehen.

Aul3er einzelnen Funktionsaufrufen kdnnen auch allgenienme (in SML-Termi-
nologie:Ausdriicke eingegeben werden. Ihre Werte werden ebenfallgingiekenn-
zeichnet, z.B. (in obigem Kontext):

- if a > 20.0 then f(4.0)+b else 1.0;
val 1t = 1.0 : real

Verschrankt rekursive Funktionen werdamultan deklariert in der Form

fun f1...andf2...andf3...
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Beispiel:

- fun gerade n = if n=0 then true else ungerade(n-1)
and ungerade n = if n=0 then false else gerade(n-1)

e Namen (dentifikatoren, in SML-Sprechweise aucffunktionale) Variablen) beste-
hen aus Buchstaben, Ziffern, Hochkomm3sufd Unterstrichen (_) und beginnen
mit einem Buchstaberalphanumerischddentifikatoren), oder sie sind aus den Zei-
chen

' % & $#+-%x/ :<=>720\"°" |

zusammengesetzymbolischddentifikatoren). Ausgeschlossen sind die folgenden
alsSchlusselwdrtereservierten Zusammensetzungen:

abstype and andalso as case datatype do else end eqtype
exception fn fun functor handle if in include infix infixr
let local nonfix of op open orelse raise rec sharing sig
signature struct structure then type val while with withtype

sowie die Zeichen(kombinationen)

#: -> == |

e Typvariablen werden durch, b usw. bezeichnet. Kartesische Produkte werden mit
x (fur x) gebildet. Beispiel:

- fun iteriert (f,n) = fn x => if n=0 then x
else f(iteriert(f,n-1)(x));
val tteriert = fn : (Pa -> ’a) * int -> ’a -> ’a

(Beachte: Polymorphie (gleicher Algorithmus fur Arguneererschiedener Typen)
und Uberladung (gleiche Bezeichnung fir verschiedenemtlyoen) sind verschie-
dene Konzepte!)

e Curried Funktionen der Forfun f = = fn y = fn z = ... kdnnen auch noch in
der kompakteren Schreibweiten f z y z ... = ... deklariert werden. Beispiel:

- fun iteriert (f,n) x = if n=0 then x
else f(iteriert(f,n-1)(x));
val tteriert = fn : (Pa -> ’a) * int -> ’a -> ’a

e Es gibt keine speziellen Schlisselworter wre undresult. Statt dessen konnen je-
doch allgemeiner an beliebiger Stelle(in. .. %) eingeschlossen€ommentarean-
gegeben werden. Sie werden vom System ,nicht beachtet".

Bemerkung

Beschréankung im Folgenden:

e Namen werden nicht mehrfach deklariert. Dies wére (in SMlazmdglich, aber)
kein rein funktionales Konzept.

e Der Nameit wird nicht in Termen verwendet.



3.2 Basistypen und Basisfunktionen 37

3.2 Basistypen und Basisfunktionen

Basistypen von SML

Typ(bezeichnung) Datenmenge Datendarstellung

int Ganze Zahlen ..73,72,71,0,1,2,3, ...

real Gleitpunktzahlen (z.B.:) 17.82, 2.3E1, 0.5

bool Wahrheitswerte true, false

char Zeichen (Characters) (z.B:) #"a", #"b", #"I"

string Texte (Strings) (z.B:) "Hallo", "ich bin", ™"
Bemerkungen

e Es gibt keinen Datentypat. Naturliche Zahlen werden als Datenelemente des Typs
int verstanden. Beispiel:

- fun fak n = if n=0 then 1 else n*fak(n-1);
val fak = fn : int -> int

e real umfasst eine Teilmenge der Mengéendliche Dezimalbriiche). Bedeutung von
2.3E1:2.3-107L.

e Beiint undreal: In der Praxis nur Darstellungen gewisser maximaler Ste#alen
maoglich (durch jeweiligen Computer bestimmt). Bei Reclmarationen ergibt sich
dadurch die Gefahr vodberlaufen Beispiel (Erklarung: siehe Abschnitt 3.6.):

- val a = 800000000

val adopp = 2%*a;
val a = 800000000 : wnt
uncaught exception overflow

¢ Bei Rechenoperationen migal-Daten kdnnen Rundungsfehler auftreten. Beispiel:

- val a = 3E14

val b = a-0.05

val ¢ = a-b;
val a = 3E14 : real
val b = 3E14 : real
val ¢ = 0.0625 : real

e Zeichen sind Elemente einer (fir Computer-Anwendungemiesten) Zeichen-
menge (denASClI-Zeichensatz und werden in #" und " eingeschlossen dargestellt.
Beispiel:

- val a = #"a";
val a = #"a" : char

e Texte sind aus beliebigen Zeichen zusammengesetzt uneémwerd eingeschlossen
dargestellt. Beispiel:
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- val a = "abc"

val b = "a";
val a = "abce" : string
val b = "a" : string

e Die angegebenen Datendarstellungen kénnen als ,Nameméiire und damit als
(vorgegebenespeziell@ Konstanten im Sinne der Abschnitte 2.1 und 2.6 angesehen
werden.

Der ASCII-Zeichensatz

Der ASCII-Zeichensatz enthalt die nachfolgenden 128 Aicfmit zugehdérigerCode-
nummern).

Die Zeichen mitden Codenummern 0 - 32 und 127 Sitelierzeichelfz.B. fur ,backspace®,
sreturn, . Zwischenraum® usw.). Die Ubrigen Zeichen hailtuckbar.

| Zeichen| Code| | Zeichen| Code| | Zeichen| Code| | Zeichen| Code]

NUL 0 _ 32 @ 64 ‘ 96
SOH 1 ! 33 A 65 a 97
STX 2 " 34 B 66 b 98
ETX 3 # 35 C 67 c 99
EOT 4 $ 36 D 68 d 100
ENQ | 5 % 37 E 69 e 101
ACK 6 & 38 F 70 f 102
BEL 7 ’ 39 G 71 g 103
BS 8 ( 40 H 72 h 104
HT 9 ) 41 | 73 i 105
LF 10 * 42 J 74 i 106
VT 11 + 43 K 75 k 107
FF 12 , 44 L 76 | 108
CR 13 - 45 M 77 m 109
SO 14 . 46 N 78 n 110
S 15 / 47 o) 79 0 111
DLE | 16 0 48 P 80 P 112
DC1 | 17 1 49 Q 81 q 113
DC2 | 18 2 50 R 82 r 114
DC3 | 19 3 51 s 83 s 115
DC4 | 20 4 52 T 84 t 116
NAK | 21 5 53 U 85 u 117
SYN | 22 6 54 Vv 86 v 118
ETB | 23 7 55 w 87 w 119
CAN | 24 8 56 X 88 X 120
EM 25 9 57 Y 89 y 121
SUB | 26 : 58 z 90 z 122
ESC | 27 : 59 [ 91 { 123
FS 28 < 60 \ 92 | 124
GS 29 = 61 ] 93 } 125
RS 30 > 62 A 94 ~ 126
us 31 ? 63 B 95 DEL | 127
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Basisfunktionen
Fur die Basistypen stehen die nachfolgenden Basisfurdtiaar Verfiigung.

e Arithmetische Operationen

+,—, % int xint — int
real x real — real
~ int — int
real — real
/ real x real — real
div int «xint — int
mod int «xint — int

¢ \ergleichsoperationen

=, <> int x int — bool (<>:,ungleich®)
bool x bool — bool (=, <>: nicht furreal!)
char x char — bool
string * string — bool

<<= > >= int « int — bool (<=:,kleiner-gleich*;)
real x real — bool (>=: ,grolRer-gleich*;)
char x char — bool
string * string — bool

e Boolesche Operationen

not bool — bool
andalsa orelse boolx bool — bool

e Textkonkatenation
A string * string — string

Beispiel:

- not (10-2 < 7) andalso "abc'"="abc"
(* Zur Klammerung: Siehe Abschnitt 3.4 *);
val it = true : bool
- "Gu"""ten""" """Tag"
val tt = ‘‘Guten Tag’’ : string

Lexikografische Ordnung

e Die Vergleichsoperationen aaghar beziehen sich auf die durch die Codezahlen des
ASCII-Zeichensatzes gegebene Ordnung der Zeichen.

e Die Vergleichsoperationen awstring beziehen sich auf diexikografische Ord-
nung von Texten (basierend auf der Ordnung der Zeichen). Di¢s@rigwei Texte
Ti... T undy ...y, (Mit Zeichenzy, ..., z,,, y1, ..., y, des ASCII-Zeichensatzes,
m, n > 0) wie folgt (rekursiv) definiert:
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Ty... T, < Yi...Yy, @€enaudann,wenn
entweder:m =0undn > 0

oder: m, n > 0 und die Codezahl vom, ist kleiner als die vony,
oder: m,n >0undz; =y undzy ...z, < ya...Yy,.
Standardfunktionen

Die meisten der angegebenen Basisfunktionen sind tatsichirch die Sprachdefinition
vorgegeben. Dartber hinaus sind in jedem SML-System noehReihe weiterer Funktio-
nen alsStandardfunktionen,vordefiniert“. Einige davon sind obligatorisch, bei aneler
kann es von System zu System Unterschiede geben. Einigedangten Basisfunktionen
sind solche Standardfunktionen. Aul3erdem gehdren dazuRsihe vonTypkonvertie-
rungs-Funktionen, z.B.:

Funktionen Typ Bemerkungen
real int — real ganze als reelle Zahl
floor real — int reelle als ganze Zahl abrunden
ceil real — int reelle als ganze Zahl aufrunden
ord char — int ASCII-Codezahl des Zeichens
chr int — char Zeichen gemaf ASCII-Codezahl
str char — string Zeichen als Text

Bemerkungen

¢ Alle angegebenen Basisfunktionen sind total (wenn man véfdébeschrankungen
absieht) mit Ausnahme von div, mod.

¢ Alle Basisfunktionen sind von einem Typp — typ odertyp x typ — typ’. Letztere
werden in Infixschreibweise angewendet. lhre Bezeichnurfgge— usw.) heil3en
auchinfix-Operatoren

3.3 Syntaxdefinitionen

Syntax und Semantik

Programmiersprache: ,Formal beschriebene Sprache" ztst@&@mng von Algorithmen
(einschlief3lich der auftretenden Daten). Das erfordert:

e Prazise Festlegung der ,textuellen Gestalt” eines Prograi@yntaxder Sprache),

e préazise Festlegung der Bedeutung und Wirkungsweise ejsgstéktisch korrek-
ten”) Programms$emantikder Sprache).
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Definitionen

e Ein Alphabetist eine endliche Menge, deren Elemente (in diesem KonZeithen
(Symbolé genannt werden.

e EineZeichenreihe(ZeichenketteeinWort) iber einem Alphabet ist eine endliche
Folge von Elementeny,...,o0, von X, n € N. (Schreibweisev,0,...0,.) Flr
n = 0 ist die Folge dideere ZeichenreihgSchreibweisez).

e Eineformale Sprachdiber einem Alphabet ist eine Teilmenge der Mengé&" aller
Zeichenreihen Ubex.

Syntax von Programmiersprachen

e Eine Programmiersprache ist (hinsichtlich ihrer Syntarg dormale Sprache (Uber
einem geeigneten Alphabet).

e Zur Festlegung der Syntasyntaxdefinitior) einer Programmiersprache muss das
betreffende Alphabet festgelegt werden, und es muss abgegeerden, welche Zei-
chenreihersyntaktisch korrekteProgramme sind (d.h. zur Sprache gehéren). Letz-
teres geschieht (grof3tenteils) durch formal formuliersg&tn.

Beispiel: Alphanumerische Identifikatoren in SML

Alphanumerische Identifikatoren sind Zeichenreihen Uleen dlphabet
{4,...,Z,a,...,2,0,...,9, 7, _}
gemaln folgenden Bildungsregeln:

(a) Jeder alphanumerische Identifikatanld) ist ein BuchstabeRuchs}, gefolgt von
einer (eventuell leeren) endlichen Folge von Zeichen,aliejls ein Buchstabe, eine
Ziffer (Ziffer), ein Zeicherr oder ein Zeichen sein kénnen.

(b) Ein Buchstabe ist ein ZeichenoderB oderC oder ... odeg oderz.
(c) Eine Ziffer ist ein Zeichew oder1 oder ... odep.

Formalere BNF-) Notation:
@) (anld) ::= <Buchst{<Buchs} | (ziffer) | | _}*

(') (Buchsj:=A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|Nn|O|P|Q|R]
s|Tlulvwlx|Y[z|a|b|c[d]e|f|g|n[i]]]
k[1|n[nlofplalr|s|t]u|v|w|x]y]z

(¢) (ziffer) :=0|1|2]3]|4|5|6|7|8]9
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BNF (Backus-Naur-Form)

e Haufig verwendete Notation zur Formulierung der ,Syntaghegfir Programmier-
sprachen.

e Neben dem zugrunde liegenden Alphabeter Sprache wird ein weiteres Alphabet
V verwendet (Menge deXicht-Terminalzeichen die Elemente vort heifl3en in
diesem Zusammenhang aubérminalzeicher.

e V enthélt ein ausgezeichnetes Elemg&rfStartzeichei).
¢ Die Syntaxregeln werden gegeben duRrbduktionsregelnder Form
Az=p
wobei A € V undj eineBNF-Satzformist.
¢ BNF-Satzformen sind definiert wie folgt:

(1) Jede BNF-Satzform hat die Gestalt| 32 | ... | 3a (n > 1).
(2) Jedes’; (i = 1,...,n) hat die Gestalty;, v, .. . 74, (mi > 1).

(3) Jedesy;, (i = 1,...,n,5 = 1,...,m;) ist entweder ein Element adsu V
oder hat eine der vier Gestalten

{oh (o} {o} " 1]
mit einer (ebenfalls gemal diesen Regeln gebildeten) BAEF& M.

e Y.V, S und die Menge der Produktionsregeln bilden ééiF-Grammatik.

Ableitungen in einer BNF-Grammatik

Ist B € V undo € ¥* (fir eine gegebene BNF-Grammatik), so heil#us B ableitbar,
wenno ausB erzeugbar ist durch endlich-oftmalige Nacheinander-Busfng jeweils ei-
ner der folgenden (textuellen) Ersetzungen (dabebsgne BNF-Satzforng, | ... | 3,):

(1) Ein A € V, fur das die Produktionsregdl ::= 5 in der BNF-Grammatik enthalten
ist, wird ersetzt durch eines dgr (i = 1, ..., n).

(2) {ﬁ} wird ersetzt durch eines dgf (1 = 1, ..., n).

(3) {ﬁ}* wird ersetzt durch{ﬁ}{ﬁ}. . {ﬁ} (mit einer beliebigen Anzahl (auch null)
von {ﬁ}).

(4) {ﬁ}+ wird ersetzt durck{ﬁ} {B} .. {ﬁ} (mit einer beliebigen Anzahl (mindestens
eins) von{ﬁ}).
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(5) [ﬁ} wird durch eines def; (i = 1,..., n) ersetzt oder ersatzlos gestrichen.

Sei L(B) = {0 € ¥* | o ausB ableitba}. Die durch die BNF-Grammatik (mit dem
Startzeicher$) definierte Sprache ist dai(S). (Allgemeiner kann aucli(B) fur B # S
als die ,durchB reprasentierte formale Sprache” angesehen werden.)

Beispiel einer Ableitung

Regeln: (8, (b), (¢) von oben.
Menge aller syntaktisch korrekten alphanumerischen ifilestoren: £((anld)).

Z.B.:a_1 € L({anld)) gemaf folgender Ableitung van 1 aus(anld):

(anld) ~ (Buchst{(Buchs) | (ziffer) | - _}* mit (1)
- a{(Bucth<Ziffer> ) _}* mit (L)
~ a {(Buchs) | (ziffer) | - _} {(Buchs} | (ziffer) | ° _} mit (3)
- a_{(Buchsﬂ(Ziffer) ) _} mit (2)
~~ a_(Ziffer) mit (2)
- at mit (1)

Zusatzliche syntaktische Einschrankungen

Manche syntaktischen Festlegungen lassen sich nicht fogresehr schwer) innerhalb
einer BNF-Grammatik beschreiben. Diese werden durch ziud#, verbal formulierte
Kontextbedingungerangegeben.

Komplette Syntaxdefinition im Beispiel:

Alphanumerische Identifikatoren sind definiert durch dieFB&8rammatik fur(anld) mit
der Kontextbedingung:

e Die Schlisselwortesbstype ... withtype sind ausgeschlossen.
Bemerkung

Ableitungen in BNF-Grammatiken lassen sich grafisch dukbleitungsbaumeveran-
schaulichen, z.B. die Ableitung ven 1 aus(anld) durch:
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(anid)
a  {(Buchs}| <Zifm @ (ziffer) | | _}
ﬁ (ziffer)
|

Syntaxdiagramme

BNF-Syntaxdefinitionen werden oft grafisch du@yntaxdiagrammelargestellt, die Re-
geln fur alphanumerische ldentifikatoren z.B. durch:

— Buchst—

anld Buchst

O O

G
2

Buchst — Ziffer .

?
2
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Allgemein:

e Terminalzeichen ir@,

e Fur jedes Nicht-Terminalzeiche# (in E ) ein Diagramm; eine Zeichenreihe
ausL(A) erhalt man, indem man in dem Diagramm flieinen beliebigen Weg von
entlang der Pfeile bis zum ,Ausgang” wahlt, dabei jedesratéhde Termi-
nalzeichen ,aufsammelt” und jedes auftretende Nicht-Teataeichens durch eine
entsprechend gefundene Zeichenreihe&us) ersetzt.

Syntaxdefinition fir SML

Im Folgenden: BNF-Grammatik fir (Eingaben bei) SML-Sitgan (gemafl den bisher
eingefuhrten Sprachelementen, ohne die zusatzliche iBalaise flr Funktionsdeklara-

tionen).

Zugrundeliegendes Alphabet: Menge der druckbaren ZeidasASCII-Zeichensatzes.
Startzeichen{Programn).

Kontextbedingungen: Nicht angegeben (ergeben sich aumftemellen Angaben in den
Abschnitten 3.1 und 3.2).

Produktionsregein:
(Programm ::
(WertDek])
(Term

(atomTerm
(FunktAbstj ::
(forPar)

(Typ

(FunktAnwy
(InfixOp)

(bedTerm
(letTerm

(spezKonst

{{(WertDek}}+; (Term; }+
val [rec] (Name = (Term)

(atomTern | (FunktAbsty | (FunktAnvy | (bedTern |
(letTerm)

(spezKonst| (Namé | ((Terrrb{,(Term)}*)
fn {(forPar> | ((forPar){ , <forPar>}*)} [: (Typ)} => (Term
(Name | : (Typ) |

int | real | bool | string ‘

(Typ*(Typ) | (Typ->(Typ) | ((Typ)

(Term) (atomTerm | (Term) (InfixOp) (Term)
+| =] *]/]div|mod|=]|<>|<|<=|>]>=]|
andalso ‘ orelse ‘ -

if (Term) then (Term) else (Term
+
let {(WertDek}} in (Term) end

(intkons} | (realKons} | (charKons | (stringKonsi |
true ‘ false
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(intkonst = H{(Ziffer)}Jr
realkonsy = (intKonst. {(Ziﬂ‘er>}+ | (intkonst [ {(Ziﬁer)}+]E (intkonst
charKons} ::= #"(Zeichen"

*
n

{
(
(stringKons} ::= "{(Zeicher)}
{
{
(

Zeichen = (Buchsj | (ziffer) | (Symba | (sonstZeich|

Namé = (anld) | (symbld

anld) n= (Buchs}{(Buchs}|<Ziffer> ’_}*

+

(symbld = <Symbo)}

(Buchs} = A|B|c|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P|Q|R]|
s|T|ulv|w|x|Y|z]a|b|c|d]e|f]g|n|i]]]
k[1[m[nfo[p[af[r|s[t]uf[v]w[x[y]z

(ziffer) =o|1|2|3|4|5|6|7|8]|9

symbdl == 1 [ululs|a]+ |- =] 7] |<|=]>]7 e [\] 7] ||

)

(sonstZeich :: (|

SR NESE;

3.4 Termauswertung

Semantik von SML-Funktionen

e Die Semantik ordnet einem Programm einer Programmierspraice (formale) Be-
deutung zu.

e Fur SML heil3t das (hier; vgl. Abschnitt 7.1) im Wesentlich€ie Semantik be-
stimmt die Bedeutung (im Sinne von Abschnitt 2.6: den WEfty von SML-Funkti-
onenf.

e Dazu allgemeiner nétigduswertungvon (allgemeinen) Termen.

Préazedenz- und Assoziierungsregeln fir Infix-Operatoren

Zur eindeutigen Festlegung der ,syntaktischen Struktorf Vermen wird festgelegt:

e Den Infix-Operatoren werden folgenBeazedenzerzugeordnet:
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Préazedenz Infix-Operatoren

6 x / div mod

5 + - N

4

3 = <> < <= > >=
2 andalso

1 orelse

e Operatoren mit hoherer Prazeddrimden starker als solche mit niedrigerer Praze-
denz.

e Bei gleicher Prazedenz wird nach links gebundzss6ziier}.

Beispiel: -2 %7 -3+ 4;
val 1t = 15 : int

Werte und Umgebungen

e Zu jedem Zeitpunkt einer SML-Sitzung ist an jeden bis dalirct eine nicht-lokale
(d.h. nicht innerhalb eines Terrtet . . . in auftretende) Wertdeklaration eingeflhrten
Namena ein Wertw gebunden (geschriebena<w>). Die Menge aller dieser Bin-
dungen heil3t (aktuelldymgebung

Ist insbesondere Name einer Funktion, so ist die (durch die SML-Semantik be-
stimmte) Funktioru ™.

e Ein Term¢ kann in (Abhangigkeit von) einer Umgeburig ausgewertet werden.
Liefert dies ein Ergebnis, so erhélt man einen Wit (). (Andernfalls: W Y (t)
undefiniert)

e Zu Beginn einer Sitzung ist die Umgebung leer. Jede Weradatibn erweitert die
jeweils aktuelle Umgebung wie folgt:

— Ist die Wertdeklaration von der Forval o = ¢ und ist WY (t) definiert, so
wird U die neue Bindung & W Y(t)> hinzugeflgt. (IstW Y (t) undefiniert,
so liefert das System eine Fehlermeldung.)

— Ist die Wertdeklaration von der Formal rec a = fn (zy,...,2,) = t' (im

Fall n = 1 auch ohne Klammern), so wir@ die neue Bindung &, a**">
hinzugefigt, wobeu**™ die durch

sem(

wy, ..., wn) — WUU{<z1,1111>,...,<zn,wn>,<a,a“m>}(t/)

(rekursiv) definierte Funktion ist.
(FUr verschrankt rekursive Funktionen: analog.)

a

Auswertung

Der Wert W Y(t) eines Termg in einer Umgebungd’ ist gemaR der Syntax von(ein-
schlie3lich der Prazedenz- und Assoziierungsregeln)idetfimie folgt:
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(1) Istt eine spezielle Konstante, so i8t Y (¢) das durch bezeichnete Datenelement.
(2) Istt ein Name und & w> € U, soistW " (t) = w.

(3) Ist ¢t von der Form(ty,...,t,) und sind WY (t),..., WY(t,) definiert, so ist
WU(t)=(WY(t),..., WY(t,)). Andernfalls istW  (¢) undefiniert.

(4) Ist ¢t eine Funktionsabstraktiofn (zi,...,z,) = ¢ (im Fall n = 1 auch ohne
Klammern), so ist¥ () die durch

tsem(wl’ . wn) — WUU{<z1,w1> _____ <zn,wn>}(t/)

definierte Funktiorts¢™.

(5) Seit eine Funktionsanwendung der Formy odernot #; odert; op t, mit einem
von andalsoundorelseverschiedenen Infix-Operatop (der eine Basisfunktiom
bezeichnet). SindV Y (t,) und WY (t,) definiert, so istW Y (t) = — WY () bzw.
WU () ==-WY(t) bzw. WU (t) = WY (t;)) @ WY(ty) (falls WY (t,) @ WU (t)
definiert ist). Andernfalls ist¥ ¥ (¢) undefiniert.

(6) Seit eine Funktionsanwendung der Forp,. W Y(t,) sei die Funktiont*™ und
WY(t;) = w. Sind diese beiden Werte definiert und ist € D(#™), so ist
WU (t) = t;*™(w). Andernfalls istiW ¥ (¢) undefiniert.

(7) Istt von der Formlet wd; ... wd, in ¢ end mit Wertdeklarationemd, ... wd,, SO
sei:

U, = Erweiterung von gemalwd,,
U, = Erweiterung vonl/; gemaldwds,
U, = Erweiterung vonU,,_; gemaldwd,,.

Sind alle Auswertungen in diesen Erweiterungen soWié~ (¢') definiert, so ist
WU(t) = WU (t). Andernfalls istiW  (¢) undefiniert.

(8) Seit ein bedingter Term der Fornf » then ¢, elset,. Ist WY (b) = true und
WY (t,) definiert, so istW V() = WY (t;). Ist WV (b) = false und WY (t,) defi-
niert, so istiW ¥ (t) = WV (#). In allen anderen Fallen is¥ ¥ (¢) undefiniert.

(9) WY(t, andalsot,) = WU(if ¢, then t, elsefalse);
WY (t, orelsety) = WU (if ; then true elsety).

Beispiele
1. Sitzung: Umgebung nach Eingabe (zu Begih)n:
val a = 3; Uy = {<a, 3>}

fun adda x = x+a; U, = {<a,3> <adda, adda’*">}
(mit adda®™(w) = W UAS2w2} (4 4 g))
adda( 2);
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Auswertung vorudda(2) in Us:
EsistW "2 (adda) = adda®**™ und W Y2(2) = 2 gemaR (2) bzw. (1), also:

WU(adda(Q))(Q adda®™(2)
_ WUlU{<'”’2>}(.’E + a)
D 02> () 1 2> ()
2)

=243
= 5.
. Sitzung: Umgebung nach Eingabe (zu Begii)n:
val a = b5; U ={<a,5>}

| et

val zl=a+3
val z2=z1xz1
in z1xz2 end;

Auswertung voniet. ..in...endin U:

Esist: WY (a+ 3) =8, also: Uy = {<a,5><z1,8>},
WU (21 % 21) = 64, also: Uy = {<a,5> <z1,8> <z2,64>}.

Mit (7) ist dann:
WU(let...in...end) = W% (z1%22) =864 =512.
. Die Funktionsvereinbarung
fun fak n = if n=0 then 1 el se n*fak(n-1)
(zu Beginn einer Sitzung) erzeugt die Umgebuhg- {<fak, fak**"™>} mit
faksem (w) = WASnw>Sfokofak " 2} (it p — () then 1 elsen  fak(n — 1)).
Auswertung eines Aufrufuk(3) in U:

WY (fak(3))
= fak*™(3)
— WASn3>Sfak Jok* " 2} (i p — (0 then 1 elsen * fak(n — 1))
— WASn3ZSJah Jok™ "2} (o fak(n — 1))
— W{<n,3>,<fak,fak“m>}(n) . W{<n,3>,<fak,fak“m>}(fak(n —1))
=3 - fak*™(2)
= 3. WAS22 Sk fak™ " 2} (i, — () then 1 elsen  fak(n — 1))

3-(2- (1. WSm0>Sakfak™™ 2} (i — () then 1 elsen  fak(n — 1))))
3.(2- (1. WSO Sak fak==" >} (1))

3-(2-(1-1))

6.
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Bemerkungen

e Die durch die obigen Regeln beschriebene Auswertung istdbeine rekursiv defi-
nierte Funktion

W . Menge von Umgebungexn Menge von Termen- Menge von Werten.

Die Rekursion verlauft nach defermaufbay d.h. der ,syntaktischen Struktur* der
Terme einschliel3lich der Prazedenzen und Assoziierurigen\Wert eines Terms
greifti. Allg. auf Werte von , Teiltermen* zurUck.

M.a.W.: Eine adaquate fundierte Relation fir die Anwenddesg Induktionsprinzips
im Sinne von Abschnitt 2.4srukturelle Induktion) ist (auf der Menge der Terme)
gegeben durch:

t < ty &t ist Teilterm vont,.

e Eine Termauswertung gemalfd der Funktidrbildet insbesondere die schon in Kapi-
tel 2 informell durchgefuhrten Berechnungen fur rekurguwaktionen formal nach.

Beispiel: Auswertung des Aufrufak(3) (s.0.), verkurzt aufgeschrieben als

W (fak(3)) = fak* (3) = 3 - fak*™ (2)
—3. (2 fok " (1))
=3-(2- (1 fak*™(0)))
:3.(2.(1.1))
= 0.

Dies entspricht genau der entsprechenden ,AuswertungbschAnitt 2.3.

Allgemein (fur beliebige Terme) kann man eine Auswertungeirgacht auffassen
als eine Folge von Ersetzungen: Ein Term wird ausgewentgem Teilterme ,suk-
zessive" durch deren Werte ersetzt werdsul(stitutionsmode)l

Strikte und verzogerte Auswertung

e Charakteristisch fur die Auswertung von Funktionsanwerggm gemaf den Aus-
wertungsregeln (5) und (6): Es werden erst alle Argumenggewertet und dann in
die Funktion eingesetzt. Der Wert des Funktionsaufrufsiigtefiniert, wenn nicht
alle Argumente definiert sing{rikte Auswertung Wertaufruf, call-by-valug.

e Ausgenommen von der strikten Auswertung sind bedingte &efaufgefasst als
Funktionsanwendungen) und Terme mit den Booleschen Opeeatandalsound
orelse Bei derenverzdgerter Auswertundlazy evaluation call-by-need gemaf
den Regeln (8) und (9) werden nicht benétigte Terme nichyewsrtet. Dies be-
wirkt z.B., dass der Wert voii b then ¢, elset, definiert sein kann, obwohl einer
der beiden Terme odert, undefiniert ist.

e Sprechweise auch: Die drei Konstruktiondn..then...else..., andalso und
orelse stellennicht-strikte Funktionen dar. Alle sonstigen Funktionen werden als
strikt aufgefasst.
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Terminierung und Korrektheit rekursiver Funktionen

Terminierung bzw. Korrektheit einer rekursiven Funktjoim Sinne der Ausfihrungen in
Abschnitt 2.4 lassen sich fir die Beschreibung yan SML mit Hilfe des Auswertungs-
konzepts wie folgt formal angeben. (Analoges gilt auch fidexe Eigenschaften vgh)

¢ Die Terminierung vorf fur eine Eingabe bedeutet, dass die Auswertubig” (f(z))
(in der durch den Kontext gegebenen Umgebudfgnach endlich vielen Schritten
einen definierten Wert hat.

e Die totale Korrektheit vorf bedeutet, dass die Auswertuiig” (f (z)) fur alle Ein-
gabenz des beabsichtigten Definitionsbereichs yofin der durch den Kontext ge-
gebenen Umgebung) nach endlich vielen Schritten den geliters\Wert hat.

Die partielle Korrektheit bedeutet, dass alle Auswertumgke nach endlich vielen
Schritten zu Ende kommen, die gewlinschten Werte liefern.

Gemal den Bemerkungen tber den Zusammenhang der Ausvguktippn I mit in-
formellen Auswertungen in Abschnitt 2.4 Gbertragen siehdtirt (in ,SML-unabhangiger*
Schreibweise) beschriebenen Beweismethoden und konkBsteeise in trivialer Weise
auf SML-Funktionen.

Zur Realisierung der Termauswertung

e In der praktischen Realisierung der Termauswertung durcBREIL-System (die in
Teilen nach dem Schema der Funktidhverlauft) wird die gegebene Aufschreibung
(konkrete SyntaX eines Terms ,syntaktisch analysiert* und typischerwaiseiner
Form dargestellt, in der die syntaktische Struktur eins@ich Prazedenzen und
Assoziierungen explizit sichtbar wir@lgstrakte Syntax Beispiel:

Konkrete Syntax: 104+ z % 85 — (134 + y);
Abstrakte Syntax (vereinfacht)Diff (Sum (10, Prod(z,85)), Sum(134,y))

(Daraus ersichtlichz * 85 ist Teilterm des Gesamtterms, nicht jeddéht+ z.)

e Heute gebrauchliche Rechner folgen @en-Neumann-Rechner-ArchitekturSie
besitzen einen (aus einzeln8peicherzellerbestehenderfpeicherzur Aufnahme
von (insbesondere) Daten. Dies wird bei der Termausweruhginem Rechner zur
Realisierung der Bindungen von Werten an Namen genutzt.

Beispiel (vgl. obiges Auswertungsbeispiel): Zu Beginn Aaswertung des Terms

let

valz; =a+3
val zp = 21 * 2
in 2, * 2, end

steht in einera zugeordneten Speicherzelle der aktuelle Wert wa@.B.: 5). Die
Auswertung durchlauft dann (stark vereinfacht dargegtelgende Schritte (mit
weiteren Speicherzellen fiy, 2, und das Ergebnig)):
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T R R B

)

E | 512

21

D
D

)

Funktionale — imperative Programmierung

e Allgemein kann in einem von-Neumann-Rechner nicht nur &peicherzelle mit
einem Wert ,gefullt“ werden, dieser Wert kann auch verahderden. Die jeweili-
gen Inhalte des Speichers bestimmen seifigstand Die Verarbeitungsschritte des
Rechners bestehen (u.a.) darin, den Zustand zu verandern.

e Anhand dieser grundlegenden Eigenschaft von von-NeurRaumnern kann ein
grundlegender Unterschied zwischen funktionaler und naipesr Programmierung
erlautert werden:

— Funktionale Programmierung nimmt keinerlei Bezug auf deéali®ierung von
Berechnungen mit Hilfe von Speicherplatzen.

— Imperative Programmierung nimmt direkten Bezug auf Spicimd Zustéande
und formuliert Algorithmen mitAnweisungen die Zustandsanderungen (auf
.-hoherer Ebene* als in direkter Maschinensprache) exgeschreiben.

e Die Schritte in obigem Auswertungsbeispiel sind Zustandséungen im genannten
Sinne, z.B. gemal dem zweiten Schritt

— Quadriere den Wert in (der Speicherzelle fiir)und schreibe das Ergebnis in
(die Speicherzelle fiir),.

Dies kann bereits als (recht informeller) imperativer REmode eineZuweisung
(das ist eine typische ,elementare” Anweisung) aufgefagstien, in ,lblicherer”
Schreibweise z.B.:

2 =21 %2
e Eine (in anderem Kontext eventuell relevante) Zustandsérmd)
— Quadriere den Wert im; (und schreibe das Ergebnis wieder{.
wurde beschrieben durch die Zuweisung

21 =2k
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3.5 Typuberprifung

Typaussagen

Zur statischen TypuberpriufungBestimmung der Typen von Termen und Feststellung
eventueller Typisierungsfehler vor der Programmaustiigprélternative in anderen Pro-
grammiersprachendynamische Typuberpriufungwahrend der Programmausfiihrung)
wird der Typ typ eines Terms vom SML-System aus der syntaktischen Gestalt von
bestimmt Typinferen3. Im Allgemeinen hangtyp von den Typen gewisser Identifikato-
ren ab;Typaussagersind von der Form

L,Jnter der Annahme, dass die Identifikatoren. .., z, die Typentyp., ..., typ,
haben, hat der Termthden Typtyp.“

Formale Schreibweise hierfir:
I'>t: typ,

wobei dieTypzuweisungl’ = {z; : typy, ..., z, : typ, } die Typannahmen bzgl, ..., z,
darstellt (und immer angenommen sei, dasg z; flr : # j ist).

Beispiel:  {a:int} > fnz = a+2xz:int — int.

Typinferenz

e Grundlage fur die Typinferenz sintypisierungsregelnmit deren Hilfe Typaussa-
gen ausTypaxiomenin schematischer Weise gewonnen werden kdnnen.

e Typaxiome sind ,elementare” Typaussagen Uber Konstahtamen, Basisfunktio-
nen (...). Beispiele:

0 > 7:int,
0 > 7.0:real,
® > not : bool — bool,

{z :typ} > z : typ.
e Typisierungsregeln sind von der Gestalt
Pi,....,P,FK

wobeiP, ..., P,, K Typaussagen sind. D&, . . ., P,, heiRerPramissen K heif3t
Konklusionder Regel.

Informelle Bedeutung:
.Falls die Typaussageh;, ..., P,, gelten, so gilt auch die Typaussalje’

e Eine (formale)Herleitung einer Typaussagd ist eine endliche Folgel,, ..., A
von Typaussagen mit:
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Q) A= A;.
(2) Jedes; (i = 1,..., k) ist entweder ein Typaxiom oder Konklusion einer Ty-
pisierungsregel mit Pramissen aué;, ..., A;_1}.

Typisierungsregeln: Einige Beispiele

(R1) Iy>tyctypr, o>ty typs B Ty Uy > (4, ) © typy * typs

(R2) Li>t:int, Dy >t :int, I's > op :int xint — int
F nulhyul's> op tgiint

(R3) I''>b:bool, 'y >t : typ, I's >ty : typ
F Tyuly,UT's > if b then t;, elset, : typ

(R4) Tu{z:ty;m}t>t:typy B T'> fnz=t: typy — typs

Beachte:

e Die Typzuweisungen in den Pramissen der Regeln miussenigatveiEigenschaft
haben, dass die daraus gebildeten Typzuweisungen in dédusionen gemals o.a.
allgemeiner Festlegung ,widerspruchsfrei” sind.

e Die Regeln sind eigentlicRegelschematadie jeweils fir unendlich viele konkrete
Regeln mit konkretet'y, I's, . .., t1, ta, . . ., typy, typo, . . . Stehen.

Beispiel einer Herleitung einer Typaussage

Herleitungvon {a :int} > fnz = a+2xz:int —int:

(1) 0 > 2:int Typaxiom
(2) O > +:intxint — int Typaxiom
(3) 0 > x:intxint — int Typaxiom
4) {a:int} > a:int Typaxiom
(5) {z:int} > z:int Typaxiom
6) {z:int} > 2xz:int (R2) mit Pramissen (1),(3),(5)
(7) {a:int,z:int} > a+2x*z:int (R2) mit Pramissen (2),(4),(6)

B) {a:int} > fnz=a+2x%z:int —int (R4) mit Pramisse (7)

Prinzipale Typisierung und Instanzierung

¢ Viele Terme kdnnen verschiedene Typen haben, z.B.:

{z :int, f:int —int} > f(z):int,
{z :int xint, f :int xint — bool} > f(z) : bool,
{z:a,f:a—a} > f(z):a,

{t:a,f:a—B} > [():6.
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Unter den moglichen Typbestimmungen gibt es eine allgesteiprinzipale Typi-
sierung im Beispiel: die letztgenannte): Jede andere erhalt machdtinsetzen von
Typen (nstanzierung fur die Typvariablen (im Beispiekx und 3).

e Bei der automatischen Typinferenz bestimmt das SML-Systerjedem Term je-
weils die prinzipale Typisierung. Instanzierungen werdarch die Anwendung der
Instanzierungsregel

L totyp & Tloa/typr, ... oo /typm] &>t typlaa /typy, . . ., 0t/ typm]

nachgebildet. (Die Angabex; /typ:, . . ., o,/ typn,| bezeichnet die simultane Erset-
zung jedes Vorkommens der Typvariablepdurchtyp; (i = 1,...,m) in " bzw.

typ.)

Unifikation

e Die Bestimmung der prinzipalen Typisierung fur einen Tererfolgt rekursiv nach
dem Termaufbau vom: Sie wird bestimmt aus den prinzipalen Typisierungen fur
die Teilterme vont, indem man auf diese die allgemeinstmdgliche Instanzgerun
anwendet, so dass sie ,zusammenpassen®.

¢ Allgemeine Aufgabenstellung dabei:

Bestimme zu zwei Typenyp und typ’ die allgemeinstmogliche Ersetzung
o= lay/typ, - .., m/typm], SO dassypo undtyp’o identisch sind.

Solch eino heitallgemeinster Unifikatorvon typ und typ’, seine Bestimmung
(falls er existiert) heil3Unifikation und kann durch einebnifikationsalgorithmus
durchgefuhrt werden.

3.6 Ausnahmen

Mogliche Programm-Fehler

In einem Programm kénnen drei grundsatzliche Arten vondfatduftreten:

e Syntaxfehler: Das Programm ist nicht gemalf3 den syntaldrsBlegeln geschrieben.
Diese Fehler werden statisch (vor Ausfuihrung des Progrgrarkannt. Dazu geho-
ren in SML insbesondere Typfehler.

e Laufzeitfehler: Fehler, die wahrend der Ausfihrung eiryedaktisch korrekten Pro-
gramms auftreten. Beispiel: Aufruf einer Funktion mit emé&rgument aul3erhalb
des Definitionsbereichs der Funktion.
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e Semantische Fehler: Das Programm lost nicht die gestelitgabe, liefert also nicht
fur jede mogliche Eingabe die gemal der Aufgabenstellungigechten Ergebnisse
(Stichworte: Terminierung und Korrektheit).

Ausnahmen

Um Laufzeitfehler kontrolliert zu behandeln und Programodust” zu gestalten, kann
in einer SML-Sitzung mit eineAusnahmedeklaratiorder Form

exceptiona
ein Nameq fur eineAusnahmeeingefihrt werden. Ein Term der Gestalt
raise a

(der an beliebiger ,Term-Stelle* stehen kann) bewirkt dadass die Berechnung (an die-
ser Stelle) abgebrochen wird. (Danach setzt &glelerbehandlungein, deren Wirkung
ebenfalls vom Benutzer im Programm bestimmt werden kann.)

Beispiel:

- exception fak_nicht_korrekt_aufgerufen
fun fak n = if n<0 then
raise fak_nicht_korrekt_aufgerufen
else
if n=0 then 1 else n*fak(n-1);
exception fak_nicht_korrekt_aufgerufen
val fak = fn : int -> int
- fak “4;
uncaught exception fak_nicht_korrekt_aufgerufen

Standardausnahmen

Viele Ausnahmen sind aStandardausnahmeibereits vordefiniert.
Beispiele (siehe auch Abschnitte 3.2 und 3.4)

- 3 div 0;
uncaught exception divide by zero
- val a = 800000000
val adopp = 2*a;
val a = 800000000 : wnt
uncaught exception overflow
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3.7 Mustervergleich

Fallunterscheidung durch Muster

Fur die Deklaration einer Funktion mit Fallunterscheidwig
fun fak n = if n=0 then 1 else n*fak(n-1)
bevorzugt der SML-,Programmierstil“ eine andere Darsiedj:

fun fak O 1 (* Fall n=0 *)
| fak n = nxfak(n-1) (* sonst *)

Allgemeine Schreibweise solcher Deklarationen (flr einekonf):

fun f my = 1
| frme =t
| fom, =t
my, ..., mg Sind (paarweise verschiederMster, ¢, . .., t, sind Terme (gleichen Typs).

Bei einem Aufruf vonf wird das betreffende Argument mit den Mustern in der angege-
benen Reihenfolge verglicheM(stervergleich); das erste, bei dem der Vergleich Erfolg

hat, bestimmt die Auswahl des entsprechenden Terms

Muster

e Hangt der zum Mustem; gehoérige Termy; nicht vonm,; ab, so kann flm,; das
spezielle Muster ,.“ (,beliebig”, wildcard) verwendet werden. Beispiel:

fun nullodereins 0 = true

| nullodereins 1 = true
| nullodereins n = false
mit wildcard:
fun nullodereins 0 = true
| nullodereins 1 = true
| nullodereins = false

e Das Prinzip der Fallunterscheidung mit Mustern kann audhPawameter-Tupel
Ubertragen werden. Beispiele:

1. (* Ackermann-Funktion *)
fun ack(0,n) = n+1
| ack(m,0) = ack(m-1,1)
| ack(m,n) ack(m-1,ack(m,n-1))

2. fun g(x,_,0) = x+1
| g(_,y,_) = y+2



3.7 Mustervergleich 58

e Allgemein: Ein Muster ist (vorlaufig) eine spezielle Kor#tia (nicht fir Zahlen aus
real), ein Name, eine wildcard oder ein Tupel aus solchen Bettded (mit paar-
weise verschiedenen Namen).

(Die Moglichkeit, Muster zu bilden, wird im folgenden Kaglihoch erweitert.)

e Das Ergebnis des Vergleichs eines Mustersnit einem Argument: ist wie folgt
definiert:

(1) Istm eine spezielle Konstante, so ist der Vergleich erfolgremsdnnz und m
identisch sind. Andernfalls schlagt der Versuch fehl.

(2) Istm ein Name, dann ist der Vergleich erfolgreich (und der Went wavird an
m gebunden).

(3) Istm eine wildcard, so ist der Versuch erfolgreich.

(4) Istm von der Form(m;, ..., m,), so ist der Versuch erfolgreich, wennvon
der Form(z, ..., %) ist und die Vergleiche vom:; mit z; fur i = 1,...,1
erfolgreich sind. Andernfalls schlagt der Vergleich fehl.

Bemerkungen

e Man beachte: Nicht jede Funktionsdefinition durch Falltsgkeidung lasst sich (al-
lein) durch Mustervergleich formulieren. Beispiel (Fakis$-Funktion mit Fehlerbe-
handlung):

exception neg_Arg
fun fak 0 = 1
| fak n = if n<0 then raise neg_Arg
else n*fak(n-1)

e Die Muster in einer Funktionsdeklaration sollten ,alle mdigen Falle* Gberdecken;
andernfalls liefert das System eine ,Warnung". Beispiel:

- fun unvollstaendig O = true
| unvollstaendig 1 = true;
Warning: match nonexzhaustive
- unvollstaendig 1;
val 1t = true : bool
- unvollstaendig 7;
uncaught exception nonezhaustive match fatlure

e Die allgemeine Form von Funktionsdeklarationen mit Mustggleich lasst sich
leicht erweitern auf Funktionen héherer Ordnung, z.B.:

funfgm =14
| fgme=t

| fgme=1t
(Beispiele folgen in Abschnitt 4.4.)
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¢ Die bisherige Form von Funktionsdeklarationen lasst seh &onzept des Muster-
vergleichs als Spezialfall mit nur einem Muster unterordne



Kapitel 4
Strukturierte Daten

4.1 Rechenstrukturen

Daten in komplexen Anwendungen

e Zur Modellierung und Darstellung von ,komplexen Infornwaten“ (Adressenkar-
teien, Bankkonten, ...) sind zusammengesetzte, ,stngktat Daten angebracht.
Die jeweilige Art einer solchen Strukturierung, d.h. deukturelle Aufbau der be-
treffenden Daten wird als derématenstrukturbezeichnet.

e Die entsprechenden zusammengesetzten Datentypen stimdrioedurch die jewei-
ligen Datenmengen und (wesentlich) die darauf definiertesiBunktionen.

Rechenstrukturen

e Eine Rechenstrukturist eine Menge von Datentypen zusammen mit einer Menge
von Funktionen auf diesen Typen.

e Die Bezeichnungen der Datentypen einer Rechenstrukt@Geh&orten Sie bilden
zusammen mit den Funktionsbezeichnungen (die auch Kdestasin konnen) und
zugehorigen Typ- (genauer: Sorten-) AngabenSignatur der Rechenstruktur.

e Eine Rechenstruktur, in der einer der enthaltenen Datentyy speziell ausge-
zeichnet ist, heil3t audRechenstruktur voriyp.

Rechenstrukturen in der Algorithmusentwicklung

¢ Die Funktionsbezeichnungen (einschliel3lich KonstardenSignatur einer Rechen-
struktur eines Datentypgp bestimmen die aufyp erlaubten Basisfunktionen (und
Bezeichnungen von Datenelementen).

e Bei der Entwicklung von Algorithmen ist es methodisch vibnigt, dem Problem
angepasste Rechenstrukturen mit ,im mathematischen‘Siefiaierten Datenmen-
gen und Funktionen zu verwenden. Rechenstrukturen inrdi&ene heil3en auch
abstrakte DatentyperKonkrete Realisierungen (etwa in einer Programmiersm@pac
heiRen auchkonkrete Datentypen

e Arten von Rechenstrukturen:

— Grundlegende, allgemein verwendbare Rechenstrukturégndrandlegender
Standardausrustung“ an Basisfunktionen; typische dgeaStrukturen: in den
restlichen Abschnitten dieses Kapitels).

60
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— Anwendungsspezifische Rechenstrukturen (siehe Abséhajtt

(Beachte: In einer konkreten Programmiersprache sindligweise nicht ,alle”
grundlegenden Rechenstrukturen direkt verfiigbar; siesenisiann bei Bedarf in
geeigneter Weise realisiert werden.)

Beispiele

1. Die (grundlegende) Rechenstruktur Jmyol

Abstrakt (geman Abschnitt 2.2):

Signatur Bedeutung

bool Menge der Wahrheitswerte
true : bool } alle Wahrheitswerte
false : bool

- : bool — bool

A : bool x bool — bool
V : bool x bool — bool

Negation
Konjunktion
Disjunktion

Konkrete Realisierung in SML: direkt verfigbar (mit teilise anderen Bezeichnun-

gen).
2. Die (grundlegende) Rechenstruktur ,der nattrlicheneah(d.h.: vonnat)
Abstrakt:
Signatur Bedeutung
nat N
bool Menge der Wahrheitswerte
0,1,2,...:nat alle Elemente voiN
-+ : nat x nat — nat Addition
— :nat x nat — nat Subtraktion
= : nat x nat — bool Gleichheit

: nat x nat — bool

Kleiner-Relation

(Die an erster Stelle aufgefihrte Sorte bezeichne (auchalgeRden) den ausge-
zeichneten Datentyp.)

Konkrete Realisierung in SML: ,ubent".
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4.2 Tupel

Die Rechenstruktur der Tupel

e Informell: Aus Datentypenyp., . .., typ, (n > 1) wird der Datentyp
typy X ... X typy = {(T1, ..., ) | 1 € typr, ..., Tn € typn}

gebildet (Menge den-Tupel Ubertypy, . .., typ,).

e Signatur:
typy * ... *x typ,
typlvvtypn
(,oony )t typr — typs — ... — typn — typs * typs * ...k typy

H#1: typy * ... % typ, — typ

#n :typy % ...k typ, — typ,
e Bedeutung der Funktionszeichen:

- (,...,): Bildetaus Elementen,,...,z, vontyp,...,typ,
das Tupelz,, ..., z,).

Beispiel: (,...,) 7 "abc" 3.14 = (7,"abc", 3.14).

Schreibweise dieser Funktionsanwendung dirgkt:abc", 3.14).
— #i (1 <i<n): Liefertdiei—te Komponente; eines Tupel§z, ..., z,).

Bemerkung

Bezeichnungen fur Funktionen in einer Signatur fir eineteDigp, die Elemente des Typs
als Werte liefern (hier( ..., )), heiBenKonstruktorenfir den Typ (ebenso eventuell
vorhandene Konstanten des Typs). Bezeichnungen fir Fuedi die einzelne ,Teil*-
Daten von (zusammengesetzten) Daten liefern (Higr:#2, ...), heilRerSelektoren

Tupel in SML

e Direkt verfligbar in der angegebenen Form mit folgender tzlisker Eigenschaft:
Auf Tupeln, die aus Daten zusammengesetzt sind, fur derperiy und <> als
Basisfunktionen definiert sind, kénnenund <> (komponentenweise Gleichheit
bzw. Ungleichheit) ebenfalls als Basisfunktionen verwetrvderden.

Bemerkung:
SML-Typen, fur die= und <> definiert sind (bei zusammengesetzten Typen mit
analoger Einschrankung) heil3@heichheitstypen
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Beispiel:

- val p = ("Meier",25);

val p = ("Meter",25) : string * int

- #1(p);

val i1t = "Meier" : string

- (#1(p),#2(p)+7);

val tt = ("Meter",32) : string * int

- p = ("Huber",25);

val i1t = false : bool

- val q = ((3.0,7),fn x => 2%x);

val g = ((3.0,7),fn) : (real * int) * (int -> int)

o Weitere verfugbare FornRecords Verbunde ebenfalls als Gleichheitstypen):

Verwendung von explizit anzugebenden, frei wahlbaren Nemene,, . .., name,
zur Kennzeichnung der Komponenten und Selektgtenme; statt#:; Reihenfolge
der Komponenten unerheblich.

SML-Schreibweise: {name; = z1,..., name, = z,} (statt(zy, ..., 2,))
SML-Typbezeichnung{name; : typ1, ..., name, : typ,} (Stattiyp; ... * typ,)
Beispiel:

- val p = {Name="Meier",Alter=25};

val p = {Alter=25,Name="Meier"} : {Alter:int, Name:string}

- (* Beachte Umordnung der Namen ! *)
#Name (p) ;

val i1t = "Meier" : string

- p = {Alter=20+5,Name="Meier"};

val 1t = true : bool

Typdeklarationen

Wie Funktionen und Datenelemente kdnnen in einem Prograouh &ypen mit einem
Namen versehen werden. Dieser wird in SML in eifgpdeklarationder Form

type (Name = (Typ)
eingefuhrt. Beispiele:

- type Student = {Name:string, Alter:int};

type Student = {Alter:int, Name:string}

- val p = {Name="Meier", Alter=25};

val p = {Alter=25,Name="Mesier"} : {Alter:int, Name:string}

- type komplexeZahl = {re:real,im:real}

- type Punkt = {x:real,y:real}

- type Name = {Vorname:string,Initiale:char,Nachname:string};
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Beispiele

1. type Uhrzeit = {std:int,min:int}
fun Fahrtzeit’’’(an:Uhrzeit,ab:Uhrzeit) =
let val z = (#std(an) - #std(ab))*60 + #min(an) - #min(ab)
in if z<0 then z+1440 else z
end

2. - type Datum = int*int  (* Tag,Monat *)
type Uhrzeit = {std:int,min:int}
type Termin = {d:Datum,u:Uhrzeit,stichwort:string}
val Eintrag = {d=(12,2),u={std=9,min=30},stichwort="Arzt"}
fun Verlegung(t:Termin,neuezeit:Uhrzeit) =
{d= #d(%t) ,u=neuezeit,stichwort= #stichwort(t)}
val Eintrag_neu = Verlegung(Eintrag,{std=10,min=15});

val Eintrag = {d=(12,2),stichwort="Arzt",u={min=30,std=9}}

: {d:Datum, stichwort:string, u:Uhrzeit}
val Verlegung =

fn : Termin * Uhrzeit -> {d:Datum, stichwort:string, u:Uhrzeit}
val Eintrag_neu = {d=(12,2),stichwort="Arzt",u={min=15,std=10}}

: {d:Datum, stichwort:string, u:Uhrzeit}

Bemerkung

Die Basisfunktionen der Tupel- (und Record-) Typen sind amfalen Sinne von Ab-
schnitt 2.5 polymorphe Funktionen, z.B.:

#1:"al*...x"an — 'al
Dies gilt auch fur die zuséatzlich verfiigbaren Funktioreond <>, z.B.:
=:("alx...x"an)* ("al *...x"an) — bool

(Beachte: Typvariablen, die fur Gleichheitstypen stelegrden mit”a, ”b, ... bezeich-
net.)

4.3 Varianten

Die Rechenstruktur der Varianten

¢ Informell: Aus Datentypetiyp,, . . ., typ, (n > 1) wird der DatentypVariantentyp

typr | - | typn
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gebildet (Menge deWNarianten aus typs, ..., typ,). typi, ..., typ, mussen dabei
nicht alle verschieden sein.

e Signatur:
typr | ... | typn
typi, . . ., typ, (nicht notwendig verschieden)
ingy : typy — typy | ... | typn
N = typn — typr | ... | typn

e Bedeutung der Funktionszeichen:

ing; bildet (fir 7+ = 1,...,n) ein Elementz von typ;, auf z als Element von
typr | - .. | typ, ab (njektion von typ; in typy | ... | typ,).

Varianten in SML

Nicht direkt verfugbar, aber: Variantentypen kénnen — met tvahlbaren Namen fur die
Injektionen — durcldatatype-Deklarationeifals Gleichheitstypen) eingefihrt und mit Na-
men versehen werden. Diese Art der Deklarationen ist vorfroien

datatype (Name = (InjName of (Typ) | ...| (InjName of (Typ)
Beispiel:

- datatype Geldbetrag = EUR of int | USD of int;
datatype Geldbetrag = EUR of int | USD of int

- val x = EUR(10);

val 1t = EUR 10 : Geldbetrag

- x = EUR(2+8);
val 1t = true : bool
- x = USD(10);

val 1t = false : bool

Mustervergleich mit Varianten

e Jedes Datenelement eines Variantentygs | ... | typ, kann eindeutig dargestellt
werden in der Forming;(z) mit z € typ;.

e Neue Art von Mustern (in Erweiterung der Festlegungen inchibgt 3.7):
mj; m,
wobeim wieder ein Muster ist.

(Der Vergleich eines solchen Musters mit einem Argumeinteinem Funktionsauf-
ruf ist genau dann erfolgreich, wegnvon der Forminj; = (oderinj;(z)) ist und der
Vergleich vonm mit = erfolgreich ist.)
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Beispiel

- datatype Figur = Kreis of real | Quadrat of real |
Dreieck of real*realx*real;
datatype Figur
= Dreieck of real * real * real | Kreis of real | Quadrat of real
- Kreis(1.2 + 3.1);
val 1t = Kreis 4.3 : Figur
- (* Die folgende Funktion bestimmt zu einer Figur den Radius
eines Kreises, der gleichen Umfang wie die Figur hat *)
fun KglUm (Kreis r) =r
| KglUm (Quadrat a) 2.0*%a/3.14
| KglUm (Dreieck (a,b,c)) (a+b+c)/(2.0%3.14);
val KglUm = fn : Figur -> real
- KglUm(Quadrat(7.1));
val 1t = 4.52229299363 : real

Sonderfalle

e Die Anzahl der Typen, aus denen ein Variantentyp gebilded vicann 1 sein, z.B.:
datatype datum = Datum of int*int

(Der Typint x int erhalt auf diese Weise den Konstrukiostum, der entsprechende
Werte mnemotechnisch besser beschreiben hilft.)

Beispielterm vom Typlatum:

Datum (25,6)

e Beliebig viele der Konstruktoren eines Variantentyps kémauch Konstanten sein
(die dann ohne weitere Zusatze notiert werden). Falls dieslfe Konstruktoren
zutrifft, heil3t der betreffende Typ audufzahlungstyp Beispiel:

datatype Farbe = Rot | Blau | Gelb | Gruen
Beispielterm vom TyFarbe:

Blau
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4.4 Listen

Die Rechenstruktur der Listen

e Wichtige, in der Praxis sehr haufig vorkommende Datentypehdie Mengeniyp*
aller (endlichen) Folgen uber anderen Datentypgn Diese kdnnen mit verschie-
denen Basisfunktionen zur Bearbeitung ausgestattet weirdeZusammenhang mit
den nachfolgend ausgewéhlten Funktionen erhalt bistentypen deren Datenele-
menteListen (Sequenzen(tbertyp) heilRen. Sie bildehomogeneDatenstrukturen
(alle Komponenten haben gleichen Typ) im Gegensatz zu deAllgemeinen)n-
homogenenTupeln.

e Bezeichnung von Listentypertyp list (fur typ*).
e Signatur:

typ list

typ
bool

nil - typ list

o typ * typ list — typ list

Q : typ list = typ list — typ list
hd : typ list — typ

tl - typ list — typ list

null : typ list — bool

e Bedeutung der Konstanten und Funktionszeichen:

— nil: leere Listes.

— = (,Vornanhangen“ eines neuen Elements an eine Liste):
yo(z, o) = (y, 20, ..., ) (Infixschreibweise).

— @ (Zusammenfugen zweier Listen):

(ylaaym) @ (‘/E177‘/I"n) = <y177ym7‘/1"177‘/1"n>
(Infixschreibweise).

— hd (,Kopf* der Liste, nicht definiert flrnil):
hd(zi, ..., x,) = 1.
(Beachtehd ist der einzige Listen-Selektor.)
— tl (Rest der Liste ohne Kopf, nicht definiert fiitl):
t(xy, 2oy ) = (22, .., Zp).
— null (Test auf ,Leersein):

null(z) = true < = nil.
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Listen in SML

e Direkt verfugbar in der angegebenen Form und als Gleichtypitmit= und <>
vom Typ

"a list x"a list — bool

e Zusatzlich mogliche Schreibweisen:
[] fur nil,
(21, @0, .oy x| FOF @y w2z o mal.

e :: uUnd@ sind Infix-Operatoren mit Prédzedenz 4 und Assoziierung mechts.

e Beispiel:
- val x = 17::nil;
val z = [17] : int list
-val y = 9::2::x;
val y = [9,2,17] : int list
- hd y;
val 2t = 9 : wnt
- tl y;
val 1t = [2,17] : int list
- null(tl x);
val 1t = true : bool
-x=7;
val i1t = false : bool
- x Qy;
val 2t = [17,9,2,17] : int list
- [x,y1;

val 2t = [[17],[9,2,17]] : int list list
- [(9,2),(3,5)];
val 2t = [(9,2),(3,5)] : (int * int) list

Mustervergleich mit Listen

e Jede Liste kann (eindeutig) mit den Konstruktorghund:: erzeugt werden. Genau-
er: Jede Liste vom Typyp list ist entwedemil oder von der Form :: zt mit z vom
Typ typ undzt vom Typtyp list.

e Als Muster sind zugelassen die Konstante(oder| ]) sowie (in zusatzlicher Erwei-
terung der bisherigen Festlegungen):

my i Mo,
wobeim,; und my Muster sind.

(Der Vergleich eines Musterns; :: my, mit einem Argument: in einem Funktions-
aufruf ist genau dann erfolgreich, wenrsich alsz; :: z, darstellen lasst und die
Vergleiche vonm; mit z; und vonms, mit z, erfolgreich sind.)
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Einige Grundalgorithmen flr Listen

1. Bestimmung der Lange einer Liste ’a (ist — int)

fun length nil =0
| length (_::xt) 1+length(xt)

2. Suchen eines Elements in einer Liste’a list *”a — bool)

fun enthalten (nil,a) false
| enthalten (x::xt,a) = x=a orelse enthalten(xt,a)

(enthalten(y, a) = true genau dann, wena eine Komponente von ist.)

3. Spiegeln (Revertieren) einer Liste 'a (ist — ’a list)

fun rev nil = nil
| rev (x::xt) = (rev xt)0[x]
(rev : (z1, 29, ..., ) — (Tn, ..., 22, 21).)

4. Bestimmung der letzten Komponente einer nicht-leersteli (a list — "a)

exception Last
fun last nil

| last [x]

| last (_::xt)

raise Last
X
last xt

Bemerkungiast kann auch ausgedriuckt werden dufeki(z) = hd(rev(z)), d.h.
durch Funktionskompositioriust = hd o rev. In SML ist o als Standardfunktion
verflugbar, also:

val last = hd o rev
(Beachte: nicht als Funktionsdeklaration!)

5. Sortiereneiner Liste ganzer Zahlenrch Einfiigen) (int list — int list)

(Eine Folge(z, =2, . .., z,) ganzer Zahlen heif3t (aufsteigergrtiert (geordne},
wennz < 2, < ... < x, gilt.)

[a]

if a <= x then a::x::xt

fun insertel (a:int,nil)
| insertel (a:int,x::xt)

else x::insertel(a,xt)
fun inssort nil = nil
| inssort (x::xt) insertel(x,inssort(xt))

6. Anwendung einer Funktion auf alle Komponenten einerelist
fotypy — type = map(f) @ typ: list — typs list,
map(f)(z1, ..., 20) = (f(21), ..., f(x)).
(D.h.: map : ('a —'b) —"alist — b list.)

fun map f nil = nil
| map f (x::xt) f(x)::map(£f) (xt)
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Beispielanwendung:

- map (fn x => x*x) [1,2,3,4];

val it = [1,4,9,16] : int list

- map(map(fn x => x*x)) [[1,2],[3],[4,5,6]]1;
val it = [[1,4],[9],[16,25,36]] : int list list

7. (Rechts-Faltung einer Liste mit einer Funktion

[ otypy x typs — typs — foldr(f) : typs — typ1 list — typo,
fOldT(f)(Z)(.Z‘l, R $n) = .f($17,f<x27 s 7f($na Z) e ))
(D.h.: foldr : ('ax'b —"b) —'b —"alist —'b.)

fun foldr f z nil =z
| foldr f z (x::xt) f(x,foldr f z xt)

Beispielanwendung:

- foldr (op +) 0 [2,7,3,8]; (% op + ist + als Funktion *);
val 1t = 20 : int

8. Filtern einer Liste

p @ typ — bool —  filter(p) : typlist — typ list,
filter(p)(z, ..., z,) = ,Teilliste* derjenigenz; mit p(z;) = true.

(D.h.: filter : ("a — bool) — "a list — ’a list.)
fun filter p nil = nil

| filter p (x::xt) if p(x) then x :: filter p xt
else filter p xt

Beispielanwendung:

Dabei verwendet: Standardfunktiemplode : string — char list, die eine Texi in
die Liste der Zeichen vom umwandelt, z.B.:

explode("abc”) = (#"a", #"b", #"c").

- val beginnt_mit_B = filter (fn x => hd(explode(x)) = #"B")
(* Beachte: Wertdeklaration ! *);

val beginnt_mit_B = fn : string list -> string list

- beginnt_mit_B ["Udo","Bernd","Xaver","Karl","Boris","Leo"];

val tt = ["Bernd","Boris"] : string list

Anwendungsbeispiele

1. Teilaufgabe im Rahmen vd@yntaxanalyseAlgorithmen:
Fur eine Zeichenreihe (Uber dem ASCII-Alphabet) soll festgllt werden, ob sie ein
alphanumerischer Identifikator geman der SyntaxdefinitioBML in Abschnitt 3.3
ist.

Modellierung: Zeichenreihe als Texst(ing).
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Algorithmus:

fun buchstabe x = (* true genau dann, wenn x ein Buchstabe ist *)
(#"A" <= x andalso x <= #"Z") orelse
(#"a" <= x andalso x <= #"z")

fun erlaubtezeichen nil = true

| erlaubtezeichen (y::yt) =
(* true genau dann, wenn die Liste nur aus Buchstaben,
Ziffern, Hochkommas und Unterstrichen besteht x*)

(buchstabe(y) orelse
(#"0" <= y andalso y <= #"9") orelse

y = #"’" orelse
y o= #"_")
andalso
erlaubtezeichen(yt)
fun alphanumidalsliste nil = false
| alphanumidalsliste (x::xt) = buchstabe(x) andalso
erlaubtezeichen(xt)

(* Die eigentliche Loesung: *)
fun alphanumid x = alphanumidalsliste(explode(x))

Beispielanwendungen:

- alphanumid("ab_1");
val 2t = true : bool

- alphanumid("ab-1");
val i1t = false : bool

2. Tarme von Hanoi:
n (> 1) Spielsteine paarweise verschiedener Grol3e sind mit raeh abnehmen-
der Grol3e zu einem Turm aufgeschichtet. Dieser Turm sollseomem Platz (1) in
einer Folge von Spielziigen auf einen anderen Platz (2)gtenlerden, wobei ein
weiterer Platz (3) als ,,Zwischenablage” zur Verfligung stehjedem Spielzug darf
jeweils nur der oberste Stein eines Turms von einem derd(ajz— (3) entweder
auf einen leeren Platz oder auf einen groR3eren Stein getagien.

Modellierung: Spielzug ,Verlege Stein von Platg fach Platz {)*
als Paari, j) ausint x int,

Folge von Spielztigen (Ergebnis) als Liste von Spielziigen.

Algorithmus (mit Einbettung):

fun TVHallg(n,j,k) = (* Folge von Spielzuegen zur Verlegung
eines Turms mit n Steinen von Platz
j nach Platz k *)
if n=1 then [(j,k)]
else let
val 1 = 6-j-k (* freier Platz *)
in
TVHallg(n-1,j,i) @ [(j,k)] @ TVHallg(n-1,i,k)
end
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(* Die eigentliche Loesung: *)
fun TVH(n) = TVHallg(n,1,2)

Beispielanwendung:

- TVH(3);
val 2t = [(1,2),(1,3),(2,3),(1,2),(3,1),(3,2),(1,2)]
: (int * int) list

Weitere listenartige Datenstrukturen

In der Praxis wichtig sind auch gewisse Varianten von Listéreiner modifizierten Aus-
wahl von Basisfunktionen:

e Stapel Endliche Folgen mit der Konstanteri und den Basisfunktionen, hd, tl
und null. (Die drei ersten Funktionen werden dann meist aueth, top und pop
genannt.)

e Schlangen Endliche Folgen mit der Konstanteti, den Basisfunktionend, ¢/ und
null sowie einer weiteren Basisfunktienter mit der Bedeutung

enter((z1, ..., %), y) = (T1, ..., Ty, Y)
(,Hintenanfliigen® eines Elements).

e Stapel und Schlangen sind in SML nicht direkt in dieser Foommanden. Sie kdnnen
als ,Teil-* Struktur von Listen verwendet werden (mit eifeicht zu definierenden
Funktionenter).

Maglichkeit zur ,genaueren Definition“: Siehe Abschnitté 4ind 5.4.

4.5 Reihungen

Die Rechenstruktur der Reihungen

¢ Die Ausstattung endlicher Folgen von Elementen eines Typmit den nachfolgen-
den Basisfunktionen ergiReihungstypenDie Elemente heil3eReihungen(\Vekto-
ren) (Ubertyp); sie bilden ebenfalls homogene Datenstrukturen.

e Bezeichnung von Reihungstypetyp vect (fur typ*).
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e Signatur:

typ vect

typ

nat

dim : typ vect — nat

inat 2 nat x typ — typ vect

get : typ vectx nat — typ

update : typ vectx nat x typ — typ vect

e Bedeutung der Funktionszeichen:

dim (Lange der Reihung):
dim(zy,...,I,) = n.
init (Erzeugen einer Reihung):

init(n,a) = (a,a,...,a).

n

— get (Zugriff auf die Komponenten einer Reihung,
nur definiert furl < i < dim(z)):
get((zy, ..., 2,),1) = ;.
update (Erzeugen einer Reihung mit veranderter Komponente,
nur definiert furl < i < dim(z)):
update((1, ..., i1, Tiy Tig1y -y Tn), 1, @) =
(1, oy L1, @y Tig1y - oy L)

Reihungen in SML

Die Rechenstruktur der Reihungen ist in SML (in der angegebd-orm) nicht direkt
verfugbar.

Zur Realisierung: Siehe Abschnitt 5.4.

Zwei Grundalgorithmen fir Reihungen

1. (Komponentenweise) Gleichheit zweier Reihungefu viect * " a vect — bool)

fun eqallg(x,y,k) = (* Vorbedingung: k>0; dim(x)=dim(y).
Bestimmt, ob x und y ab k-ter
Komponente gleich sind *)
if k>dim(x) then true
else get(x,k)=get(y,k) andalso eqallg(x,y,k+1l)
fun reiheq(x,y) = dim(x) = dim(y) andalso eqallg(x,y,1)

2. Suchen eines Datenelements in einer Reihurig véct « "a — bool)

fun enthallg(x,k,a) = (* Vorbedingung: k > O %)
if k > dim(x) then false
else a=get(x,k) orelse enthallg(x,k+1,a)
fun enthaltenl(x,a) = enthallg(x,1,a)
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4.6 Induktiv definierte Datenmengen

Induktive Definition von Mengen

(Unendliche) Mengen kdnnenduktiv (,konstruktiv®, durch Beschreibung der ,,Konstruk-
tion“ ihrer Elemente) definiert werden.

Allgemeines Schema flr die induktive Definition einer Merige

a) Gewisse Objekte werden explizit als Elemente ¥biangegeben.

b) Weitere Elementg € M sind gemal festgelegter Regeln (mit Hilfe gewisser Kon-
struktoren) aus schon vorhandengn . ., z, € M erzeugbar.

(Auf3er den Elementen gemal’ a) und b) 86lkeine weiteren Elemente enthalten.)

Beispiel: Induktive Definition der Mengé* aller endlichen Folgen tber einer Mende

a) Die leere Folge ist Element vor4d*.
b) Istb € Aunda € A*,soisth :: a € A*.
(:: ,Vornanh&ngen* vorb an a, wie in Abschnitt 4.4.)

(Dies entspricht der Erzeugbarkeit von Listen duneh(d.h.<) und::.)

Induktive Datenstrukturen

e Neben Listen sind allgemein auch andere Datentypen, digiivddefinierbar sind
und damit einenduktive Datenstrukturtragen, von Bedeutung.

e Die Signatur einer Rechenstruktur von einem derartigerehpélt (typischerweise)
mindestens:

— den damit definierten Typ sowie gegebenenfalls die Typemdier induktiven
Definition noch verwendeten Elemente (Beispiel Listemp:list, typ).

— die explizit angegebenen Elemente des Typs als KonstaB&ap(el Listen:
nil).

— Die Konstruktoren zur Erzeugung von Elementen des Typs altere Funk-
tionen (Beispiel Listen::).
Haufige zusatzliche typische Bestandteile der Signatur:
— Typ bool und Funktionen zum Test, ob ein Element ein explizit angegebd
Element ist (Beispiel Listemull).

— Funktionen, die an den induktiven Aufbau der Elemente ,&atgd” sind, ins-
besondere: Selektoren fir die Daten, aus denen Elememtegerzerden kon-
nen (Beispiel Listenhd, tl).

(Zusatzlich kdnnen noch weitere Funktionen enthalter; &arspiel Listen:Q.)
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Induktive Datenstrukturen in SML

e In SML sind aul3er Listentypen keine Datentypen fur indukdatenstrukturen di-
rekt verfligbar.

e Zur Realisierung stehen z.T. verschiedene MdglichkeiterMerfligung, insbeson-
dere kann das oben allgemein beschriebene Grundschemadd&tiven Mengen-
definition direkt nachgebildet werden (siehe Abschnit).5.4

Beispiel

Stapel und Schlangen (vgl. Abschnitt 4.4) kénnen nach die€Sehema eigenstandig defi-
niert werden, z.B. Stapel mit folgender Signatur:

typ stack

typ

bool

emptyst : typ stack (leerer Stapel)

push : typ * typ stack — typ stack

top : typ stack — typ

pop : typ stack — typ stack

isemptyst : typ stack — bool (Test auf ,Leersein®)

Bemerkung

Auch der Datentyp der naturlichen Zahlen kénnte (,theeoét) auf diese Weise (statt als
Basistyp) eingefluihrt werden, z.B. (in ,minimaler” Form)trfolgender Signatur:

indnat
zero : indnat (0)
succ : indnat — indnat (Nachfolgerfunktionz +— z + 1)

(Beachte: Die Elemente vandnat sind zero, succ(zero), suce(suce(zero)), .. ..)

Induktive Datenstrukturen und Rekursion

e Wie Listen eignen sich auch andere Datentypen mit induk@teuktur besonders
gut zur Bearbeitung mit rekursiven Funktionen.

e Allgemeines Schema der Definition einer rekursiven Fumkfiamit Argumenten
aus einem derartigen Datentyyp (vorausgesetzt sei: die induktive Erzeugung der
Elemente des Typs ist eindeutig):

— f(z) wird fur die Konstanter: von typ explizit angegeben.

— FUr jeden Konstruktor, mit dem ein Elemendaus Elementem, . . ., z,, erzeugt
wird, wird f (y) unter Ruckgriff auff (z), . . ., f(z,) definiert.
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Solche Definitionen kdnnen mit dem SML-Konzept des Mustejtegchs (mit wei-
teren Arten von Mustern) unter alleiniger Verwendung densgtanten und der ge-
nannten Konstruktoren formuliert werden (bei Listen mitund::). Die Formulie-
rung mit Fallunterscheidungen durch bedingte Terme eefordblicherweise auch
weitere Basisfunktionen (bei Listenull, hd undtl).

e Beispiel: Bestimmung der Anzahl der Elemente in einem S$taffe stack — int).
(Vgl. length in Abschnitt 4.4.)
(&) Mit Mustervergleich:

fun lengthstack emptyst =0
| lengthstack (push(_,x)) 1+lengthstack(x)

(b) Mit bedingtem Term:

fun lengthstack(x) = if isemptyst(x) then O
else 1+lengthstack(pop(x))

Bemerkungen

e Die in Abschnitt 3.3 behandelte Syntaxdefinition mit BNFa@matiken lasst sich
als (i. Allg. recht komplexe) induktive Definition (der Meagler gewlinschten Zei-
chenreihen) auffassen. Das erhellt auch noch einmal, wdrarAuswertungsfunk-
tion W in Abschnitt 3.4 passenderweise rekursiv definiert ist.

e Der in Abschnitt 3.4 bereits erwahnte Begriff dgrukturellen Induktion Iasst sich
entsprechend auf beliebige induktive Datenstrukturemtidgen: Eine adaquate fun-
dierte Relation auf induktiv definierten Datenmengen flduktionsbeweise (und
insbesondere fir Abstiegsfunktionen fir Terminierungsdise) ist gegeben durch:

r < y < y ist erzeugt ,unter Verwendung“ von
Bei Listen heif3t das insbesondere:

T <y < zist,Teilliste" von y (speziell:z = ti(y)).

4.7 Binarbaume

Induktive Definition von Binarbaumen

Neben listenartigen Datenstrukturen spielen in vielen &mguingerbaumartigeinduktive
Datenstrukturen eine wichtige Rolle.

Es seiA eine Menge. Die Mengd® der Binarbdumetber A (als eine ,Standardform*
baumartiger Datentypen) ist induktiv definiert wie folgt:
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a) A% enthalt dereeren Binarbaumr.
b) Sindz € Aundzl, zr € A*, so ist das 3-Tupel:, z/, zr) ein Element vord 2.

= heilRstWurzel zl linker Unterbaum, zr rechter Unterbaumeines Binarbaumg:, =/, zr).
Ein Binarbaum(z, 7, 7) hei3tBlatt. Ein vonr verschiedener Binarbaum heifdtht-leer.

Die KnotenundTeilbdumeeines Binarbaums sind rekursiv gegeben wie fatdtat keine
Knoten und nurr als Teilbaum. Die Knoten vof, z/, zr) sindz und alle Knoten vor!
und alle Knoten vorxr. Die Teilbdume vonz, zl, zr) sind(z, z/, zr) und alle Teilbdume
von z/ und alle Teilbdume vomr.

Grafische Darstellung von Bindrbaumen

(Nicht-leere) Binarbaumér, 1, zr) werden oft grafisch dargestellt durch:

T

wobei an den Stellehund r die entsprechenden Darstellungen vgrund zr angesetzt
sind. ,Zweige", die aufr fuhren, werden weggelassen.

Beispiel

Binarbaum: (6, (3,(2,7,7),(8,7,(5,7,7))),(8,(4,7,7), 7))
L 1

Induktiver Aufbau: : I | L

Grafische Darstellung:

/\
/\ /
\

5

Knoten: 6,3,8,2,8,4,5

Blétter, die als TeilbAume in dem Bindrbaum vorkommen: (2, 7, 7), (5, 7,7), (4, 7,7)
(auch kurz: 2,5,4)
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Die Rechenstruktur der Binarbaume

e Bezeichnung von Binarbaumtypenmyp bintree (fur typ*).
e Signatur:

typ bintree

typ

bool

emptybt : typ bintree

build : typ * typ bintree x typ bintree — typ bintree
root : typ bintree — typ

left : typ bintree — typ bintree

right : typ bintree — typ bintree

isemptybt : typ bintree — bool

e Bedeutung der Konstanten und Funktionszeichen:

— emptybt: leerer Bindrbaum.
— build (,Zusammensetzen“ eines Binarbaums):

build(z, zl, zr) = (z, zl, zr).

root (Wurzel des Binarbaums, nicht definiert fénptybt):

root(x, zl, xr) = .
left (linker Unterbaum des Binarbaums, nicht definiert dtirptybt):
left(z, zl, zr) = xl.

right(z, xl, xr) = zr.

isemptybt (Test auf ,Leersein®):
isemptybt(z) = true < x = emptybt.

Einige Grundalgorithmen fir Bindrbaume

1. Bestimmung der Anzahl der Knoten eines Bindrbaum$: bifitree — int)

fun knotanz z =
if isemptybt z then O
else 1 + knotanz(left(z)) + knotanz(right(z))

2. Gleichheit zweier Bindrbaume " bintree x”a bintree — bool)

fun bbeq(zl,z2) =
if  isemptybt(zl) orelse isemptybt(z2)
then isemptybt(zl) andalso isemptybt(z2)
else root(zl) = root(z2) andalso
bbeq(left(zl),left(z2)) andalso
bbeq(right (z1) ,right(z2))

right (rechter Unterbaum des Binarbaums, nicht definierefiaptybt):
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3. Suchen eines Datenelements in einem Binarbaurfu biftree x”a — bool)

fun enthalten2(z,a) =
if isemptybt z then false
else a = root(z) orelse
enthalten2(left(z),a) orelse
enthalten2(right(z),a)

4. Linearisierung eines Binarbaums iWorordnung (‘e bintree — ’q list)

fun linvor z =
if isemptybt z then nil
else [root(z)] @ linvor(left(z)) @ linvor(right(z))

5. Linearisierung eines Binarbaums isymmetrischer Ordnung
('a bintree — 'a list)

fun linsym z =
if isemptybt z then nil
else linsym(left(z)) @ [root(z)] @ linsym(right(z))

6. Linearisierungeines Binarbaums iNachordnung (‘a bintree — ’q list)

fun linnach z =
if isemptybt z then nil
else linnach(left(z)) @ linnach(right(z)) @ [root(z)]

Anwendungsbeispiel

e Die abstrakte Syntaxdarstellung (siehe Abschnitt 3.4) vemrmen kann in Form ei-
ner ,Baumstruktur* geschehen. Fir den einfachen Fall vamea, die nur mit Ba-
sisfunktionen gebildet sind, ergeben sich hierbei Bindénig.

e Beispiel
Term: 10+ 2 %85 — (124 + y1)

als Baum: / \
/ N N

* 124

/)

e Fur die eigentliche Auswertung ist noch eine andere Ddwsiglbesser geeignet,
in der alle Operatoren in Postfixschreibweise verwendetlarefund dadurch keine
Klammern mehr benétigt werden); im Beispiel:

10 z 85 = +124 y1 + —
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Die Umwandlung der Binarbaumdarstellung in diese Darstgllist die Linearisie-
rung in Nachordnung.

e Konkreter Algorithmus fiir diesen Ubergang (Baumeintrage vypstring):

fun pfumw(b : string bintree) =
if isemptybt b then nil
else pfumw(left(b)) @ pfumw(right(b)) @ [root(b)]

(Typ vonpfumw: string bintree — string list.)

Bemerkung

Es gibt noch eine ganze Reihe anderer Baumstrukturen,z.B.:

e Baume mitp (p > 2) Unterbaumenp-adische Baume(Binarbaume sind 2-adische
Baume.)

e Datenelemente (des zugrunde liegenden Typs) sind nur pifBtitern“ vorhanden:
beblatterte Bindrbaume

Beispiel:



Kapitel 5
Methodisches Programmieren

5.1 Modularisierung

Beispiel einer komplexen Anwendung

In einer Firma sollen durch ein Programm Quittungen etstedlden:

Fma. L. Kaufgut 10.01.2006
Ladenstr. 17

77777 Handelstadt

QUITTUNG

Wir bestétigen, von Herrn P. Schulze
EUR 218.37 (zweihundertachtzehn)

erhalten zu haben.

Diese Quittung wurde maschinell erstellt und tragt keinagddgschriften.

e Aufgabe: Bei Eingabe von Datum, Kundenname und Zahlungsipet
soll eine Quittung in dieser Form erstellt werden.

e Modellierung: Kundenname: string,
allgemeiner Quittungstext:string,
Datum: string,
Zahlungsbetrag: real.

e Erste Grobgliederung der Aufgabe in Teilaufgaben:

— Erzeugung der Wortdarstellung zum Zahlungsbetrag,

— Einsetzen der Eingaben und der erzeugten Wortdarstetuhen festen Quit-
tungstext,

— Erstellung der endgultigen Fassung der Quittung gemaRimgsskatem Layout
(bei langen Wortdarstellungen ist eventuell ein Zeilentumhb erforderlich),

(— Eingabe der Parameter, Drucken der Quittung.)

81
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Das Modulkonzept

e EinModul ist eine Menge von Datentypen zusammen mit einer Menge vokitieu
nen auf diesen Typen und eventuell noch weiteren Bestd@ultlie im Folgenden
noch besprochen werden).

¢ Insbesondere ist jede Rechenstruktur ein Modul.

¢ Im Allgemeinen enthalt ein Modul ,interne” Bestandteilé daul3erhalb (d.h. von
anderen Moduln) nicht verwendbar sein sollen. Diejenigest&ndteile eines Mo-
duls, die von anderen verwendbar sind, bilden sS8iclenittstelle

e Modularisierung: Zerlegung einer Gesamtaufgabe (zu verarbeitende Datk¥ern
arbeitungsalgorithmen) in Teile und Festlegung der flretheelnen Teile zu erstel-
lenden Schnittstellen.

Beispiel: Modularisierung der Quittungserstellung

e Die Daten-Modellierung induziert die RechenstrukturdesqaModuln) fiir die Da-
tentypenstring undreal (Bezeichnung dieser Modul&TRING REAL).

e Weitere mogliche Moduln:

WORTDARST Erzeugung der Wortdarstellung zum Zahlungsbetrag;
TRENNEN Grammatikalisch korrekte Trennung von Wortdarstellunge

QUITTUNG Einsetzen der Eingaben
und Erstellung der endgultigen Fassung der Quittung.

e Schematische Darstellung der Strukturierung des Gesabigms:

QUITTUNG
WORTDARST] TRENNEN
REAL STRING

(Ein Pfeil von ModulM zu ModulM’ bedeutet dabei die Verwendung von Bestand-
teilen der Schnittstelle voM ' in M.)

e Die Schnittstellen voiSTRINGUundREALSsindstring, real und die zugehdérigen Ba-
sisfunktionen. Die Schnittstelle vaWORTDARS Dildet eine Funktion (in Pseudo-
code-Notation)



5.1 Modularisierung 83

konvert = function(z : real) string :
prez >0
result konvert(z) = Wortdarstellung vorn
(Cent-Anteile werden nicht bertick-
sichtigt).
In dieser Festlegung wird (neben der Datenmodellierunggehst nur die ,Wir-
kung“ von konvert beschrieben3pezifikationvon konvert).

(Die Schnittstellen der Gbrigen Moduln seien hier nichttesediskutiert.)

Vorteile der Modularisierung

e Allgemein: Strukturierung komplexer Programmsysteme.

e AbkapselungBei der Entwicklung von (Teil-) Algorithmen eines Modulsiss man
sich um die tatséchliche Realisieruimplementierung der Schnittstellen anderer
Moduln nicht kimmern. Sie werden nur gemal ihrer Spezitikaterwendet.

Umgekehrt kénnen Implementierungsdetails (z.B. Hilf&tionen), wenn sie nicht

zur Schnittstelle gehoéren, aul3erhalb eines Moduls auchiglatr verwendet werden

(sie sindverborger). Sie kdnnen insbesondere ohne Einfluss nach auf3en geandert
werden.

e Anderungen und/oder Erganzungen am Gesamtsystem sirsttibaebar durchfiihr-
bar, da sie typischerweise nur einzelne Moduln betreffear odr das Hinzufligen
neuer Moduln erfordern.

¢ Die konkreten Programmierungen in den einzelnen Modulmkérunabh&ngig von
einander durchgefuhrt werden.

Arten der Modularisierung

Eine vorteilhafte Modularisierung eines Gesamtprobleamkunterschiedlichen Leitlinien
folgen:

e Zusammenfassung von Algorithmen, die ein gewisses Tdilpno |6sen problem-
orientierte Modularisierung).

e Zusammenfassung von Algorithmen, die sich auf bestimmteridgpen oder einzel-
ne Daten bezieherdétenorientierteModularisierung; Beispiele: Rechenstrukturen
fur Datentypen gemal Kapitel 4).

e Zusammenfassung von Algorithmen, die ,verwandte* Aufgalisen {unktions-
orientierteModularisierung; Beispiel: Statistik-,Bibliothek®).

e Modularisierung unter Verwendung bereits vorhandenerad
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Programmentwicklung

Bei umfangreichen Aufgabenstellungen wird sich die entiggilModularisierung typi-
scherweise schrittweise entwickeln. Erste Strukturigeamsatze missen oder sollten sinn-
vollerweise in spateren Entwicklungsschritten veranderiden. Beispiele hierfur sind:

e Weitere Aufteilung eines Moduls in mehrere Moduln.

e Zusammenfassung bisher getrennter Moduln.

e Erweiterung von Schnittstellen.

e Veranderung der Spezifikation bereits vorhandener Sehelign-Bestandteile.

Moduln in SML

e In SML kénnen Moduln mit ihren Schnittstellen direkt beseben werden. Dies
geschieht inStrukturdeklarationenfur die Moduln und gesonderteBignaturde-
klarationen zur Festlegung der Schnittstellen.

e Der ModulWORTDARSTmit der Schnittstell&onvert) im Beispiel der Quittungs-
Erstellung kann in SML wie folgt angegeben werden:

signature WORTDARSTSig =
sig

val konvert : real -> string
end

structure WORTDARST : WORTDARSTSig =
struct

fun konvert x = ...

end

(Beachte die Verwendung vasal in WORTDARSTSig.) Der Modul enthélt in sei-
ner Strukturdeklaration aul3esnvert eventuell noch weitere (Hilfs-) Funktionen. In

structure WORTDARST : WORTDARSTSig
werden die Bestandteile der Signatur als SchnittstelléMietuls festgelegt.

e Eine Funktion der Schnittstelle eines Moddswird (auRerhalb vor/) in der Form
M .(Funktionsnamg
verwendet qualifizierter Zugriff ), im Beispiel etwa:
WORTDARST . konvert (218.37)
e Durch eineopen-Deklarationder Form

open M
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wird ein Modul M gedéffnet Anschlieend kdnnen die Bestandteile seiner Schnitt-
stelle direkt mit ihnrem Namen verwendet werden, im Beispiala:

open WORTDARST
konvert (218.37)

Vorgegebene SML-Moduln

In jedem SML-System sind typischerweise bereits Modulnd@n SML Basis Library)
vordefiniert. Manchmal sind in diesen Moduln auch gewissa&irdfunktionen (vgl. Ab-
schnitt 3.2) zusammengefasst.

Beispiel: ModulMath mit vielenreal-Funktionen §grt, sin, cos, In, .. .).
Anwendung z.B.:

- Math.sqrt 1.44;
val 1t = 1.2 : real

5.2 Schrittweise Programmentwicklung

Das Verfeinerungsprinzip

e Die Modularisierung einer Gesamtaufgabe folgt einem atigi@en Grundprinzip:

— Zerlege eine komplexe Aufgabe (eventuell in mehreren 8ehjiimmer wei-
ter in Teilaufgaben, bis diese so Uberschaubar gewordelh dass man ihre
Losung ,direkt* angeben kann.

(Schrittweise Verfeinerung

e Dieses Prinzip kann auch auf die Entwicklung der in Moduti8ttstellen festgeleg-
ten (mdglicherweise komplexen) Algorithmen angewendetier.

Beispiel: Die Konvertierungsfunktion konvert

(Annahme zur Vereinfachung: Der Zahlungsbetrag ist mitehessl EUR und kleiner als
1000 EUR.)

Spezifikation:

fun konvert x = (* Wortdarstellung (string)
des EUR-Anteils des Rechnungsbetrags x (real);
dabei vorausgesetzt: 1 <= x < 1000 *)
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Schritt 1. Aufbau vonkonuvert:
fun konvert x = konveur(floor x)
Spezifikation vorkonveur:

fun konveur n = (* Wortdarstellung von n (int);
dabei vorausgesetzt: O < n < 1000 *)

Schritt 2. Aufbau vonkonveur:
fun konveur n = hunderter(n) “letztezwei(n)
Spezifikation vorhunderter undletztezwes:

fun hunderter n = (* Wortdarstellung des Hunderteranteils von n *)

fun letztezwei n = (* Wortdarstellung des durch die letzten zwei
Ziffern von n gegebenen Anteils *)

Schritt 3. Aufbau vonhunderter undletztezwes:

fun hunderter n =
if n<100 then ""
else einer(n div 100) ~"hundert"

fun letztezwei n =

let val 1 n mod 100
val z zehner (1)
val e = einer(n mod 10)

in if 1=1 then "eins" else
if 1=11 then "elf" else
if 1=12 then "zwoelf" else
if 1=16 then '"sechzehn" else
if 1=17 then "siebzehn" else
if 1<10 then e else
if 1>10 andalso 1<20 then e"z else
if 1 mod 10 = 0 then z
else e "und" "z

end

Spezifikation voreiner und zehner:

fun einer k = (* Wortdarstellung von k;
dabei vorausgesetzt: 0 <= k <= 9 x)

fun zehner 1 = (* Wortdarstellung des Zehneranteils von 1;
dabei vorausgesetzt: 0 <= 1 <= 99 %)
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Schritt 4. Realisierung voreiner und zehner:

fun einer 0 = ""
| einer 1 = "ein"
| einer 2 = "zwei"
| einer 3 = "drei"
| einer 4 = "vier"
| einer 5 = "fuenf"
| einer 6 = "sechs"
| einer 7 = "sieben"
| einer 8 = "acht"
| einer 9 = "neun"

fun zehner 1 =

let val s =1 div 10

in if s=0 then "" else
if s=1 then "zehn" else
if s=2 then "zwanzig" else
if s=3 then "dreissig" else
if s=4 then "vierzig" else
if s=5 then "fuenfzig" else
if s=6 then "sechzig" else
if s=7 then "siebzig" else
if s=8 then "achtzig"
else "neunzig"

end

Zusammenfassung Alle angegebenen Funktionen gehdéren zum MOM@RTDARST
Dieser hat damit folgende Gestalt:

signature WORTDARSTSig =
sig

val konvert : real -> string
end

structure WORTDARST : WORTDARSTSig =
struct

fun einer

fun zehner

fun hunderter

fun letztezwei

fun konveur

fun konvert
end
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5.3 Unterordnung von Algorithmen

Lokale Funktionsdeklarationen

¢ In Funktionsrimpfen kbnnen in einem let-Term auch lokateg€rgeordnetg Funk-
tionen deklariert werden (vgl. Abschnitt 2.1):

et
fun f ...
in
end
e Beispiel (vgl. Abschnitt 4.4):

- fun inssort nil = nil
| inssort (x::xt)
let
fun insertel (a:int,nil)
| insertel (a:int,x::xt)

[al
if a <= x then a::x::xt
else x::insertel(a,xt)

in
insertel (x,inssort(xt))
end
val inssort = fn : int list -> wnt list

e Auf diese Weise erhélt man eine hierarchische Struktur vail-§ Algorithmen
(Blockstruktur; die einzelnen Funktionen sowie das ,Gesamtprogramm‘gmeaich
Blocke).

Parameterunterdriickung

e Die in einer Funktion vorkommenden Gréf3en sind auch inflerdiaer untergeord-
neten Funktion verwendbar. Parameter der untergeordfetektion, fir die beim
Aufruf solche GroRen eingesetzt werden, kénnen vermiedieteidrickt) werden.
Die Grof3en werden dann in der untergeordneten FunktiogiatealeGroRen direkt
verwendet.

e Beispiel (vgl. Abschnitt 4.5):
Funktionenthalten1 mit Unterordnung der Funktioenthallg:
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fun enthalteni(x,a) =
let
fun enthallg(x,k,a) =
if k > dim(x) then false
else a=get(x,k) orelse enthallg(x,k+1,a)
in
enthallg(x,1,a)
end

Unterdriickung der Parametemund a in enthallg:

fun enthaltenl’(x,a) =
let
fun enthallg’(k) =
if k > dim(x) then false
else a=get(x,k) orelse enthallg’(k+1)
in
enthallg’ (1)
end

Gultigkeitsbereiche von Namen

¢ In untergeordneten Funktionen kénnen Grol3en gleiche Naveem tbergeordne-
ten Funktionen haben. Die Verwendung der entsprechenadralgh Grof3e ist in
der untergeordneten Funktion dann nicht mdglich, ihr Nasheerschattet

e Der Bereich eines Programms, in dem eine Grof3e unter inremeNaerwendbar
ist, heil3tGultigkeitsbereichdes Namens und besteht allgemein aus dem Bl®ck
(Bindungsbereicl), in dem die Gro3e eingefihrt ist, abztglich aller Blockie, id
B enthalten sind und in denen eine Gré3e mit gleichem Namegegihrt ist.

e Bemerkung:
Bei verschatteten Namen ist der Begriff der Umgebung uncKdazept der Term-
auswertung (vgl. Abschnitt 3.4) entsprechend anzupassen.

5.4 Datenstrukturen und Modularisierung

Rechenstrukturen als Moduln

¢ Die Verwendung problemorientierter (nicht direkt verfagér) Datenstrukturen (vgl.
Kapitel 4) lasst sich dem Modularisierungs-Prinzip unténen: Rechenstrukturen
fur entsprechende Datentypen kénnen als (datenoriesjtiéiaduln konzipiert wer-
den.
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e Methodik (vgl. Abschnitte 4.1 und 5.1):

— Die Spezifikation der Modul-Schnittstellen (d.h. in dieseatl: der Datentypen
und Basisfunktionen der Rechenstruktur) bedeutet diddegstg des jeweili-
gen abstrakten Datentyps.

— Die (bei der Verwendung der Rechenstruktur davon unabgahginplemen-
tierung der Schnittstellen bestimmt den zugehoérigen ketekr Datentyp.

Beispiele

1. Reihungen (vgl. Abschnitt 4.5):

signature VECTSig =

sig
type ’a vect (x 1 %)
exception wrongindex (x 2 %)
val dim : ’a vect -> int
val init : int * ’a -> ’a vect
val get : ’a vect * int -> ’a
val update : ’a vect * int * ’a -> ’a vect
end

structure VECT : VECTSig =

struct
type ’a vect = ’a list
exception wrongindex
fun dim x = length x
fun init(n,a) = if n < 0 then raise wrongindex

else if n = 0 then nil
else a::init(n-1,a)
fun get(x,1i) = if i < 1 orelse i > length(x)
then raise wrongindex
else if i = 1 then hd(x)
else get(tl(x),i-1)
if 1 < 1 orelse i > length(x)
then raise wrongindex
else if i = 1 then a::tl(x)
else hd(x)::update(tl(x),i-1,a)

fun update(x,i,a)

end

Zu (x 1 %): In der SignatuMECTSigwird der Typ '« vectin der angegebenen Form
als zur Schnittstelle gehérig angegebenVECT wird durch eine Typ-
deklaration die Realisierung vdm vectals '« list festgelegt.

Zu (x 2 x): Moduln kénnen auch Ausnahmen enthalten. Sie werden iatteder
Strukturdeklaration deklariert und kénnen auch zur Scéteile hinzu-
genommen werden.

2. Stapel (vgl. Abschnitte 4.4 und 4.6):
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signature STACKSig =
sig
type ’a stack
exception emptystack

val emptyst : ’a stack
val push : ’a * ’a stack -> ’a stack
val top : ’a stack -> ’a
val pop : ’a stack -> ’a stack
val isemptyst : ’a stack -> bool
end

structure STACK : STACKSig =
struct
type ’a stack = ’a list
exception emptystack

val emptyst = nil

fun push(y,s) =y :: 8

fun top nil = raise emptystack
| top (x::_) =x

fun pop nil = raise emptystack
| pop (_::xt) = xt

val isemptyst = null

end

Rekursive datatype-Deklarationen

e Stapel (in obigem Beispiel als ,eingeschréankte Liste" isailt) konnen auch ,ei-
genstandig” als Datentyp mit einer induktiven Datenstuktiemarn Abschnitt 4.6
angesehen werden.

e Das in Abschnitt 4.6 beschriebene Grundschema fir indelRatenstrukturen kann
allgemein ein SML ,direkt* durch (rekursive!) datatype{darationen nachgebildet
und realisiert werden:

Ein solcher Datentyp ist ein Variantentyp (gemafR AbschhB) mit den explizit
angegebenen Konstanten und den ,erzeugenden® Konsteumk{afs Injektionen),
im Beispiel der Stapel:

datatype 'a stack = emptyst | push of "a *’a stack

¢ In den (Schnittstellen-Realisierungen von) entsprecbemdoduln kbnnen derartige
Deklarationen verwendet werden. Die weiteren FunktiorerSiignatur werden mit
Hilfe der Bestandteile des Variantentyps (rekursiv) defini

Weitere Beispiele

1. Stapel (jetzt ,eigenstandig”im Sinne von Abschnitt 4.6)

signature STACKSig =
sig
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type ’a stack

exception emptystack

val emptyst

val push

val top

val pop

val isemptyst
end

’a stack
’a * ’a stack

-> ’a stack

’a stack -> ’a
’a stack -> ’a stack
’a stack -> bool

structure STACK : STACKSig =

struct

datatype ’a stack = emptyst | push of ’a * ’a stack
exception emptystack

fun top emptyst

= raise emptystack

| top (push(x,.)) = x
= raise emptystack
| pop (push(_,xt)) = xt

fun pop emptyst

fun isemptyst emptyst
| isemptyst (push(_,_))

end

f

2. Binarbaume (vgl. Abschnitt 4.7):

signature BINTREESig =

sig
type ’a bintree

exception emptytree

val emptybt

val build

val root

val left

val right

val isemptybt
end

structure BINTREE
struct

’a bintree

’a * ’a bintr
’a bintree ->
’a bintree ->
’a bintree ->
’a bintree ->

: BINTREESig =

datatype ’a bintree = emptybt

build o

exception emptytree

fun root emptybt

| root (build(x,_,_)) =

fun left emptybt
| left (build(

_,x1,.))

true

alse

ee * ’a bintree ->
‘a

’a bintree

’a bintree

bool

f ’a * ’a bintree *

raise emptytree
x
raise emptytree
x1

’a bintree

’a bintree



5.4 Datenstrukturen und Modularisierung 93

fun right emptybt = raise emptytree
| right (build(_,_,xr)) = xr
fun isemptybt emptybt = true
| isemptybt (build(_,_,_)) = false
end

Anwendungsspezifische Datentypen

Moduln wie VECT, STACK BINTREE ...beschreiben grundlegende Rechenstrukturen,
die in vielen verschiedenen Anwendungen benutzt werdegleicher Weise lassen sich
auch Rechenstrukturen behandeln, die Datentypen und iBaektfur spezielle Anwen-
dungen bereitstellen.

Beispiel:
Fur die Programmierung einer Waage wird eine Rechenstruokitiden Datentypempreis
und gewicht (beidereal, bei preis mit maximal 2 Dezimalstellen) und den Basisfunktio-

nenplus (Addition zweier Preise) unehal (multipliziert ein Gewicht mit einem Preis und
liefert einen (gegebenenfalls aufgerundeten) Preis) tigno

Ein passender Modul:

signature PREISSig =
sig
type preis
type gewicht
val plus : preis * preis -> preis
val mal : gewicht * preis -> preis
end

structure PREIS : PREISSig =
struct

type preis = real

type gewicht = real

fun plus(x : preis,y) = x +y

fun mal(g,x) = real(ceil(g * x * 100.0))/100.0
end

Anwendungsbeispiel (Berechnung des Preises von 300 g Waer mit Kilopreis 8.35
und 1.278 kg einer Ware mit Kilopreis 4.99):

- open PREIS
plus(mal(0.3,8.35),mal(1.278,4.99))
val 1t = 8.89 : preis

Formale Modul-Spezifikationen

e Die Bedeutung der Konstanten und Funktionszeichen eineluM8chnittstelle kann
oft praziser als durch verbale Beschreibungen auch in eiokstandig formalen
Weise éixiomatisch durch die Angabe der gewtinschten charakteristischemEige
schaften Axiome) spezifiziert werden. Dies ist insbesondere bei der Speatidik
von Moduln fir Datenstrukturen eine typische Technik.
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e Beispiel: Stapel
Verbale Spezifikation (der Schnittstelle) des ModsTACK

— emptyst ist der leere Stapel,
— push flgt ein Element zum Stapel hinzu,
— (usw.)

Die durchemptyst, push, top, ...bezeichneten Schnittstellen-Elemente sollen eine
Reihe von charakteristischen Eigenschaften erfullens®k@nnen zur Vervollstan-
digung der Signaturdeklaration v@TACKSign dieser (als Kommentare) angege-
ben werden:

signature STACKSig =
sig
type ’a stack
exception emptystack

val emptyst : ’a stack
val push : ’a * ’a stack -> ’a stack
val top : ’a stack -> ’a
val pop : ’a stack -> ’a stack
val isemptyst : ’a stack -> bool
(* Axiome:

isemptyst(emptyst) = true,
isemptyst(push(x,s)) = false,
top(emptyst) = emptystack (Ausnahme),
top(push(x,s)) = x,
pop(emptyst) = emptystack (Ausnahme),
pop(push(x,s)) = s *)

end

e Fur die Programmiermethodik bedeutet dies, dass die inutgtwrigen Struktur-
deklaration definierten Funktionen diese Axiome erfillaissen.

5.5 Modellierung und Implementierung

Ein Anwendungsbeispiel

Gegeben sei ein Gitterpunyt, m), n, m € N derzy-Ebene. Ein Weg vom Ursprurig, 0)
zum Punkt(n, m) ist eine Folge von ,Schrittenfe bzw. ob, die vom Ursprung z{n, m)
fihren. Dabei bedeutet jeweils den Schritt von einem Punkt, [) ,nach rechts” zum
Punkt(k + 1, 1) und ob den Schritt vor(, [) ,nach oben“ zuk, [ + 1):
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[ ] [ [ ]
° ° ° (n,7n)
ob

s re _ re__ re N
ob
? ° ° ° °
ob

re Y Y Y

(0,0)

Zu bestimmen ist die Gesamtheit aller moglichen Wege(Wof) zu (n, m).

Losung unter Verwendung direkt verfugbarer Datentypen

Modellierung:
Punkte(n, m): nat * nat,
Schritte: Aufzahlungstyp, bestehend ausind ob,
Wege: Listen von Schritten,

Gesamtheit aller Wege: Liste von Wegen.

Algorithmus (unter Verwendung der als Standardfunktioriiigharen Funktiom.ap):

datatype schritt = re | ob
exception negArg
fun AlleWege(n,m) =
let
fun verl_re(w)
fun verl_ob(w)
in

w @ [re] (* Weg verlaengern um re *)
w @ [ob] (* Weg verlaengern um ob *)

if n<0 orelse m<O then raise negArg
else if n=0 then

if m=0 then nil

else if m=1 then [[ob]]

else map (verl_ob) (AlleWege (0O,m-1))
else if n=1 andalso m=0

then [[rell
else if n>1 andalso m=0

then map(verl_re) (AlleWege(n-1,0))
else map(verl_re) (AlleWege(n-1,m)) @

map(verl_ob) (AlleWege(n,m-1))
end

Losung mit einem anwendungsspezifischen abstrakten Datent yp

Modellierung der Gesamtheit aller Wege:
Als ,Menge"“ von Wegen mit den fir den Algorithmus bendétigiasisfunktionen.
(Schritte und Wege nicht konkret festgelegt, Punkte wibdy

Spezifikation der Schnittstelle der entsprechenden RathudturAWSET
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signature AWSETSig =
sig
type schritt
type weg
type wegemenge
val re : schritt
val ob : schritt

val einschritt : schritt -> weg

(*# Weg bestehend aus einem Schritt *)
val keinewege ! wegemenge

(* Leere Wegemenge *)
val einweg : weg -> wegemenge

(* Wegemenge bestehend aus einem Weg *)
val unionwege : wegemenge * wegemenge -> Wegemenge

(* Vereinigung zweier Wegemengen *)
val verl_rechts : wegemenge —-> wegemenge

(* Verlaengerung aller Wege um re *)
val verl_oben . wegemenge -> wegemenge

(* Verlaengerung aller Wege um ob *)

end

Algorithmus unter Verwendung dieser Schnittstelle:

exception negArg

fun AlleWege’(n,m) =
if n<0 orelse m<0 then raise negArg
else if n=0 then

if m=0 then keinewege
else if m=1 then einweg(einschritt(ob))
else verl_oben(AlleWege’ (0,m-1))

else if n=1 andalso m=0 then einweg(einschritt(re))
else if n>1 andalso m=0 then
verl_rechts(AlleWege’(n-1,0))
else unionwege(verl_rechts(AlleWege’(n-1,m)),
verl_oben(AlleWege’(n,m-1)))

Implementierungen von AWSET

e AWSETkann dadurch implementiert werden, dass der dygemenge als Listentyp
(und schritt und weg wie oben) realisiert werden:

structure AWSET : AWSETSig =

struct
datatype schritt = re | ob
type weg = schritt list
type wegemenge = weg list
fun einschritt(s) = [s]
val keinewege = nil
fun einweg(w) [w]
fun unionwege(x,y)
fun verl_rechts(x)

x @y
map(fn w => w @ [rel) (x)
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fun verl_oben(x) = map(fn w => w @ [ob]) (x)
(* Deklarationen fuer re und ob nicht noetig,
durch Deklaration von schritt erledigt *)
end

(Auf ,Implementierungsebene” sind bei dieser Realisigrdie Funktionem/le Wege
und Alle Wege' (i.W.) gleich.)

e Es sind aber auch andere Implementierungen maoglich, ziie (denge (von We-
gen) alscharakteristische Funktion:

structure AWSET : AWSETSig =
struct
datatype schritt = re | ob
type weg = schritt list
type wegemenge = weg —> bool
fun einschritt(s) = [s]
val keinewege = fn w => false
fun einweg(w) = fn v => v=w
fun unionwege(x,y) = fn w => x(w) orelse y(w)
(* Hilfsfunktionen: *)
fun front [u] = nil
| front (v::vt) = v::front(vt)
(* front bestimmt den Anfang einer Liste ohne ihr
letztes Element *)

fun last [u] = u
| last (_::vt) = last(vt)
fun verl_rechts(x) = fn w => not(null(w)) andalso x(front(w))

andalso last(w)=re
fun verl_oben(x) = fn w => not(null(w)) andalso x(front(w))
andalso last(w)=ob
end

Die Rechenstruktur der endlichen Mengen

e Der (grundlegende) Datentypp setenthalt endliche Mengefu,, . . ., a, } von Ele-
menteru,, .. ., a, des Typsyp (ohne irgendeine Anordnungsstruktur wie bei Listen,
Reihungen oder Binarbaumen; eine solche Struktur ist isckheedenen Anwendun-
gen nicht problemrelevant).

e Definition der Signatur (mit axiomatischer Spezifikatiots) @ML-Signaturdeklara-
tion (die gewlnschte Rechenstruktur ist in SML nicht dinedtfligbar):

signature SETSig =
sig
type ’’a set (* Beachte: ’’a als Gleichheitstyp *)
exception E
val emptyset : ’’a set (¥ Leere Menge *)
val insert : 7’a x ’’a set -> ’’a set
(* Einfuegen eines Elements *)
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val delete : 2’a x ’’a set -> ’’a set

(* Wegnehmen eines Elements *)
val any : ?’a set -> ’’a (% Zugriff auf ein Element *)
val member : ?’a x ’’a set -> bool (* Enthaltensein *)
val isemptyset : ’’a set -> bool (* Leersein )

(* Axiome:
isemptyset (emptyset) = true,
isemptyset (insert(a,x)) = false,
insert(b,insert(a,x)) = insert(a,insert(b,x)),
insert(a,insert(a,x)) insert(a,x),
delete(a,emptyset) = emptyset,
delete(a,insert(a,x)) delete(a,x),
delete(a,insert(b,x)) insert(b,delete(a,x)), falls a <> b,
member (a,emptyset) = false,
member (a,insert(a,x)) = true,

member (a,insert(b,x)) = member(a,x), falls a <> b,
any (emptyset) = E (Ausnahme) ,
member (any (insert(a,x)) ,insert(a,x)) = true. *)

end

e Die (Auswahl) Funktion any greift auf ein Element der Menge zu. Die Spezifi-
kation legt nicht fest, welches Element es ist. Dies ist & \derwendung dieser
Rechenstruktur typischerweise auch irrelevant.

e Fur die Rechenstrukt ETkdnnen Grundalgorithmen definiert werden, z.B.:

1. Vereinigung zweier Mengen

fun union(x,y) = if isemptyset(x) then y
else let
val a = any(x)
in
union(delete(a,x),insert(a,y))
end

2. Anwendung einer Funktion auf alle Elemente einer endhdklenge
(vgl. map)

fun setmap f x = if isemptyset(x) then emptyset
else let
val a = any(x)
in
insert(f(a),setmap(f) (delete(a,x)))
end

e SETkann in SML auf verschiedene Weisen implementiert werddh, @nalog zu
oben) dadurch, dass Mengen durch Listen realisiert werden:

structure SET : SETSig =
struct
type ’’a set = ’’a list
exception E
val emptyset

nil
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val isemptyset = null

fun member(a,nil) = false

| member(a,x::xt) = a=x orelse member(a,xt)
fun insert(a,x) = if member(a,x) then x else a::x
fun delete(a,nil) = nil

| delete(a,x::xt) = if a=x then xt
else x :: delete(a,xt)
fun any nil = raise E
| any (x::_)

X

end

Verwendung von SET zur Implementierungvon AWSET (mit union undsetmap)

structu

struct
data
type
type
fun
val
fun
fun
fun
fun

end

re AWSET : AWSETSig =

type schritt = re | ob

weg = schritt list

wegemenge = weg set

einschritt(s) = [s]

keinewege = emptyset

einweg(w) = insert(w,emptyset)
unionwege(x,y) = union(x,y)

verl_rechts(x) = setmap(fn w => w @ [re]) (x)
verl_oben(x) = setmap(fn w => w @ [ob]) (x)

Losung des Anwendungsbeispiels mit ~ SET

Modellierung

der Gesamtheit aller Wege: Alsiritt list set

Algorithmus (unter Verwendung voimion und setmap):

datatyp
excepti
fun All

let

in

end

e schritt = re | ob

on negArg

eWege(n,m) =

fun verl_re(w) = w @ [re]
fun verl_ob(w) = w @ [ob]

if n<0 orelse m<0 then raise negArg
else if n=0 then

if m=0 then emptyset
else if m=1 then insert([ob],emptyset)
else setmap(verl_ob) (AlleWege(0O,m-1))

else if n=1 andalso m=0 then insert([re],emptyset)
else if n>1 andalso m=0 then
setmap(verl_re) (AlleWege(n-1,0))
else union(setmap(verl_re) (AlleWege(n-1,m)),
setmap(verl_ob) (AlleWege(n,m-1)))
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Zusammenfassung

Fur die Modellierung und Implementierung (des Anwenduegsgliels) ergeben sich fol-
gende typische Moglichkeiten:

Aufgabe

%M

anwendungsspezifische
.benutzerdefinierte”

Datentypen \
|

grundlegende
.obenutzerdefinierte”
Datentypen

/ ’//
I L -

verfligbare Datentypen

M: Modellierung I: Implementierung



Kapitel 6
Effiziente Algorithmen

6.1 Effizienz und Komplexitat

Begriffsbestimmungen

¢ Bei der Entwicklung eines Algorithmus ist auch desEé#fizienz ein wichtiges Ziel.
Diese ist ein Mal fur den ,Aufwand”, den der Algorithmus beirer Ausfihrung
(auf einer Rechenanlage) verursacht. Je geringer der Awfwanmsoeffizienterist
der Algorithmus.

e Wesentliche MessgréRRen der Effizienz:

— AusfihrungsdaueiRechenzejt,
— bengtigter Speicherumfan§peicherplaty

¢ Die Effizienz eines Algorithmus hangt ab

— vom Aufbau des Algorithmus,

— von der Realisierung der algorithmischen Konzepte aufrdiexhenanlage,
von konkreten Maschineneigenschaften.

e Die Komplexitateines Algorithmus ist sein inh&rent durch seinen Aufbaduiies-
ter Ausfuhrungsaufwand (in Abh&angigkeit gewisser EingabBen).

e Genauere Unterscheidung (gemalfd obiger Unterteilung):

— Zeitkomplexitat
— Platzkomplexitéat

e Zur ,Messung" der Zeitkomplexitat (im Folgenden fast aldigRlich betrachtet)
wird idealisierend angenommen, dass ellsmentarausgezeichnete Auswertungs-
schritte eine Ausfliihrungsdauer von einer gewissen Zéiedilmaben. Die Komple-
xitat ist dann bestimmt durch die Anzahl der auszufiihrerelementaren Einzel-
schritte.

Beispiel

Die folgende Funktion summiert alle Komponenten einerd_ganzer Zahlen:

fun sum nil =0
| sum (x::xt) x + sum(xt)
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Beispiel-Auswertung (geman Substitutionsmodell, Sthwveise wie in Kapitel 2):

sum(3,8,2,4) = 3+ sum(8,2,4)
=3+ (8 + sum(2,4))
=3+ (8+ (24 sum(4)))
=34+ (84 (24 (4+ sum(nil))))
(
(

=3+ 8+ (2+(4+0)))
=3+(8+(2+4))
=3+ (8+46)

=3+14

=17

Die Ersetzungsschritte konnen als die elementaren Ausngsschritte (,Steuerung” der
Rekursion und Ausfuhrung von Basisfunktionen) angesehenden. Das Beispiel erfor-
dert 9 solche Schritte.

Allgemein gilt fir die AnzahlIT'(n) der Ersetzungsschritte (d.h. die Zeitkomplexitat von
sum) in Abhéngigkeit von der Lange der Liste, mit dersum aufgerufen wird:

T(n)=2-n+1.

Anwendungsabhéngige Komplexitéat

Aul3er von der ,Grol3e der Argumente” kann die KomplexitaesiAlgorithmus auch noch
von weiteren Eigenschaften der Argumente abhangen. B&i§pe Funktion

fun sumO nil = 0
| sumO (0::_) =0
| sumO0 (x::xt) = x + sumO(xt)

summiert alle Komponenten einer Liste ganzer Zahlen big@ien auftretenden O.

Beispiel-Auswertungen:

a) sum0(0,8,2,4) =0

b) sum0(3,0,2,4) = 3+ sum0(0,2,4)
=3+0
=3

C) sum0(3,8,2,4) = ... (wie beisum)

Die Anzahl der Schritte hangt davon ab, ob und wo 0 in der L{ststmals) vorkommt.
Begriffe hierfir:

Komplexitat im schlechtesten Fall
Maximale Komplexitat aller moglichen Argumente (,gleicti@rofRe”).

Komplexitat im Mittet
Durchschnittliche Komplexitat unter der Annahme, dassftenaligen Anwendungen des
Algorithmus alle méglichen Argumente (,gleicher GroRRelgigh haufig vorkommen.
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Im Beispiel:

Zeitkomplexitat im schlechtesten Fall:75(n) = 2 - n + 1.
Zeitkomplexitat im Mittel: Twm(n) =n+1.

Die O-Notation

SeienR™ = {z € R |z > 0} undf, g : N — R*. g ist von der Ordnungf (geschrieben:
g(n)ist O(f(n)) oder auchy(n) = O(f(n))), wenn esc, ng € N gibt, so dass fur alle
n > ng gilt:

g(n) < c-f(n).

Beispiele: Ty(n) =2-n+5: Ti(n)istO(n) (d.h.O(f(n)) mitf(n) = n).
To(n) =n*+3:  Ty(n)istO(n?)  (aber nichtO(n)).

GroRRenordnungen von Komplexitaten

o Komplexitatsangaben der Art

T'(n)istO(f(n))

beschreiben die Komplexitat eines Algorithmus in der Gridfdénung ihres An-
wachsens mit wachsendemasymptotische Komplexitt

e Ist 71 (n) von einer Ordnung (n), T»(n) jedoch nicht, so istl»(n) eine hohere
asymptotische Komplexitéat als; (n).

¢ Einige typische asymptotische Komplexitaten (mit wackieetidhe):

zB.:T(n) =
O(1) (konstan) 100
O(log(n)) (logarithmisch) k- log(n)
O(n) (linear) ki-n+ ko
0(n?) (quadratisch ki -n?+ky-n+ ks
0(2") (exponentiel) 2 4 p 5000

Entwicklung effizienter Algorithmen

Eine moglichst niedrige Komplexitat eines Algorithmus eetit hohe Effizienz.

Einige typische grundlegende (z.T. ineinander UbergetleNdrgehensweisen zur Ent-
wicklung effizienter Algorithmen (oder zur Effizienz-Vedserung bereits konzipierter Al-
gorithmen) in diesem Sinne:

e Wahl gunstiger Rekursionsformen,
e Wahl gunstiger Datenstrukturen (und deren Implementigea,
e Anderung der Algorithmusidee.
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6.2 Repetitive Rekursion

Auswertung rekursiver Funktionen

e Die Auswertung eines Aufrufs einer rekursiven Funktiorgfam Allgemeinen ei-
nem systematischen Schema von immer neuen Aufrufen untlafsender schritt-
weiser Durchfihrung der ,angehéauften“ Berechnungen gahealingesetzten Ba-
sisfunktionen (vgl. Abschnitt 3.4).

Beispiel: Die Auswertung der Fakultatsfunktion

fun fak n = if n=0 then 1 else n*fak(n-1)

verlauft furn = 4 wie folgt:

fak(4) = 4+ fak(3)
=4 % (3 * fak(2))
=4 % (3% (2% fak(1)))
=4 % (3% (2% (1 fak(0))))
=4%x (3% (2% (1x1))) J
=4%x(3%(2x1))
=4%(3%2)

=4%6

=24

Aufruffolge

> Tatsachliche Berechnungen

Die schrittweisen Berechnungen nach dem letzten Aufrud siadurch hervorge-
rufen, dass im Rumpf der Funktion der rekursive Aufruf nodhanderen GroRen
,weiterverarbeitet“ wird (im Beispiel: Multiplikation deAufrufs fak (n — 1) mit n).
Ist Letzteres nicht der Fall (d.h. steht der rekursive Alifaliein®), so entfallen die-
se Berechnungemgpetitive iterative endstandigeRekursion).

Beispiel: Die Funktion

fun potenz(m,n) = (* m>1, n>0 *)
if n=1 orelse m=n then true

else if n mod m <> O then false
else potenz(m,n div m)

bestimmt, oln eine ganzzahlige Potenz vemnist (n = m* mit k£ € N).

Beispiel-Auswertung:

potenz(3,54) = potenz(3,18)
= potenz(3,6)

= potenz(3,2)
= false

nur Aufruffolge

(Das Ergebnis des letzten Aufrufs ist bereits das Gesastiarg,.)
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Transformation von rekursiven Funktionen in repetitive Fo rm

Gewisse Rekursionsformen lassen sich durch Einbettungérepetitive Form transfor-
mieren.

Oft anwendbares Schema dafr:

e Es wird eine allgemeinere Funktion definiert, in der die @dRm Fakultats-Bei-
spiel: n), die bei der Weiterverarbeitung mit dem rekursiven Aufeuf Anwen-
dung kommen, in zusatzlichen Parametern mitgefuhrt unsedieit der gewinsch-
ten Funktion (im Beispielfak) geman deren rekursiver Aufrufform ,verknupft (im
Beispiel: multipliziert) werden.

Beispiel

Fur die Funktiorfak wird die allgemeinere Funktion

fakrep : nat x nat — nat,
fakrep(n, k) = k * n!

definiert. Es gilt: fak(n) = fakrep(n, 1).
Berechnung vorfakrep:
fun fakrep(n,k) = if n=0 then k else fakrep(n-1,k*n)

fakrep ist repetitiv rekursiv. Beispiel-Auswertung:

fakrep(4,1) = fakrep(3,1 % 4)
= fakrep(3,4)
= fakrep(2,3 % 4)
= fakrep(2,12)
= fakrep(1,2 % 12)
= fakrep(1,24)
= fakrep(0,1 % 24)
= fakrep(0, 24)
=24

Effizienzvergleich im Beispiel

Die Anzahl der Berechnungsschritte (einschliel3lich derzafiihrenden Multiplikationen,
die ,direkt* auf dem neuen Parametemakkumuliert werden), ist gleich wie befuk. Die
Auswertung voryakrep bendtigt allerdings weniger Speicherplatz (und ist aufevidRe-
chenanlagen auch effizienter zu realisieren).

lllustration der Speicherplatz-Ersparnis:

Die Auswertung eines Aufrufs einer rekursiven Funktiorethfek (n)) erfolgt im Rechner
nach folgendem Grundschema:
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e Die jeweiligen aktuellen Parameter des Aufrufs und derevert induzierten Aufrufe
(hier:n,n—1,n—2,...,0)werden nacheinander (als ,noch unerledigt®) im Speicher
abgeleqgt.

e AnschlieBend werden diese Eintragungen in umgekehrtdreR&alge zum ,Auf-
bau“ des Ergebnisses verwendet (hier: mit dem jeweiligers@wenergebnis multi-
pliziert).

Als Bild fur fak(4) (A, E: Speicherstellen fir Argumente bzw. Ergebnis):

0

1 1

2 2 2

3 3 3 3

| 4 | 4 4 4 4

4[]
o o N N o
B[] [-]

1
2 2
3 3 3
4 4 4 | 4 | | -]

(1] (6]  [24]

Beachte: Die (Werte in den) Speicherzellen fur die AblageAtgumente bilden zusam-
mengenommen einen Stapel (Abschnitt 4.4).

Fur die Auswertung einer repetitiv rekursiven Funktioniggen Speicherzellen, auf denen
die jeweiligen Werte der Parameter (hierundk) ,protokolliert” werden.

Als Bild fur fakrep(4):

wo -] 4] [3] (] o] [

AN AN AN AN AN AN

v [ [ 51 [

Rekursion und Iteration

e Das Berechnungsschema, das der Auswertung eines Aufrufs . ., a,,) einer re-
petitiv rekursiven Funktion

[ =function(z; : typy,..., 2, : typs) typ = ¢

zugrunde liegt, kann allgemein durch folgende Schrittehrsben werden:
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(1) Schreibe die Eingaben, ..., a, in (die Speicherzellen fur),, . . ., z,.
(2) Solange die , Terminierungsbedingungen“ der Rekurgiondie Inhalte der
x1, ..., x, nicht zutreffen, wiederhole folgenden Schritt:
Ersetze die Inhalte vom, . . ., z,, durch die durch den jeweiligen
rekursiven Aufruf gegebenen neuen Parameterwerte.

(3) Gib als Ergebnis den aus den Inhalten wgn .., z, gemal den ,Terminie-
rungsfallen“ bestimmten Wert zurlck.

e Dieses Schema beschreibt einen imperativen Algorithngis Abschnitt 3.4).

Schreibweise in ,typischem” Pseudocode (angelehnt acliblmperative Program-
miersprachen):

Ty 1= a4y

Tp = Onp;

while Terminierungsbedingungen der Rekursiond{ir. . ., z,, nicht erfullt
do Besetzer, ..., z, mit den neuen Parameterwerten gemaf Rekursion
end;

return Ergebnis gemal’ Terminierungsfallen der Rekursion

e Charakteristisch fur diese imperative Auswertung istltkeation (Wiederholung)
der Anweisung ,Besetze,, . . ., z,, mit den neuen Parameterwerten® durch\die-
derholungsanweisungwhile ... do ... end.

Das imperative Konzept der Iteration spiegelt genau dasgimale Konzept der re-
petitiven Rekursion wider.

Die Auswertung einer (beliebig) nicht-repetitiven Fuktikann — wie im Beispiel
fak angedeutet — durch Iteration unter Verwendung eines stdjggn ,Hilfsspei-
chers” Keller) ausgedrickt werden.

Ein weiteres Beispiel

Fur eine Listey = (y1, . .., y,) ganzer Zahlen und eine ganze Zahkei

y++m:(y1+m7y2+mvvyn+m)

(++ ist leicht mit Hilfe vonmap programmierbar.) Die unter Verwendung ven- for-
mulierte Funktion

fun f nil =1
| £ (x::xt) (x+1) * f(xt ++ 1)

berechnetf : intlist — int mit f(z1,...,2,) = (21 + 1) * (22 +2) % ... % (z, + n).
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Beispiel-Auswertung:

£(3,4,0,1) = (34 1) % £((4,0,1) ++ 1)
=...=4xf(51,2) (1)
=45 (5+1)xf((1,2) ++ 1)
=...=4x6xf(2,3) (2)
— 46k (24 1) 5 /((3) ++ 1)
=...=4%6x3xf(4) (3)
:4*6*3*(4—1-1) f(nil ++ 1)

=4%6%3%5xf(nil) (4)

:4*6*3*5*1
=...=360

Allgemein: Istn die Lange der Liste, auf di¢ angewendet wird, so ben6étigt die Aus-
wertungn + 1 Schritte bis zur Stellél) (da die Auswertung vor-+ n — 1 Additionen
bedeutet)p Schritte von(1) nach(2), n — 1 Schritte von(2) nach(3) usw., schlie8lich 3
Schritte bis zum Aufruf (n:l) und dann nocl + 1 Schritte bis zum Ende. Die Anzahl der
Schritte ist also insgesamt

3434445+ Antntltnrl="10100n 1 9= 0(n?),
die Zeitkomplexitat vorf ist somitO(n?).
Gemal obigem Einbettungs-Schemafsai definiert durch:

frep - intlist xint — int,

frep(z, m) = m * f(z).
Es qilt: f(z) = frep(z,1).
Berechnung vorfirep:

fun frep(nil,m) =m
| frep(x::xt,m) = frep(xt ++ 1,m*x(x+1))

frep ist repetitiv rekursiv. Beispiel-Auswertung:

frep((3,4,0,1),1) = frep((4,0,1) +4+ 1,1 % (3 + 1))
=...=frep((5,1,2),4)
- fT@p((1,2) ++ 174 * (5 + 1))
=...=frep((2,3),24)
= frep((3) ++ 1,24 % (2 + 1))
=...=360

Die Zeitkomplexitat auch dieses Algorithmus {n?). (Argumente wie bef.) Der Effi-
zienzgewinn ist von gleicher Art wie im Fakultats-Beispiel

Aber: Weitergehende Einbettung moglich zu

frep’ :intlist *int x int — int,
frep! (@, m, k) = mx £ (5 ++ ).
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(Auch die ,Verarbeitung“ des Arguments vgrmit ++ wird in einem eigenen Parameter
mitgefuhrt.) Es gilt:f (z) = frep’(z, 1,0).

Berechnung vorfirep’:

fun frep’(nil,m,k)
| frep’(x::xt,m,k)

m
frep’ (xt,m* (x+k+1) ,k+1)

frep” ist wieder repetitiv rekursiv. Beispiel-Auswertung:

frep’((3,4,0,1),1,0) = frep’((4,0,1),1 % (3+0+1),04+ 1)
f((4,0,1),4,1)
frep(( 1),4%x(4+14+1),1+1)
frep’((0,1),24,2)

p'((1), 24*(0+2+1) 2+1)
frep'((1),72,3)
Jrep

H ,\\H H

frep( il 72*(1+3+1) 3+1)
'(nil, 360, 4)

= 360

Allgemein: Die Anzahl der Berechnungsschritte und dangtZiitkomplexitat dieses Al-
gorithmus istO(n). (Die Veranderung der Listenelemente entfallt, sie wirddén je-
weiligen Schritt aufk akkumuliert.) frep’ hat somit sogar eine niedrigere asymptotische
Zeitkomplexitat alg (neben den anderen Effizienzeffekten wie foep).

Nicht-lineare Rekursionen

e Die im Vorangegangenen behandelten Rekursionsformennhgéaeinsam, dass
in den Fallunterscheidungen im Rumpf der Funktion in jedatt Rochstens ein
(und in den Bedingungen der Fallunterscheidungen gar kekursiver Aufruf vor-
kommt (ineare Rekursiorn). Allgemeinere Kicht-lineare) Rekursionsformen lassen
sich nur in Einzelfallen in repetitive (und damit effizierdgFormen transformieren.

e Beispiel: Die Fibonacci-Funktion (vgl. Abschnitt 2.3)
fun fib n = if n=0 orelse n=1 then 1 else fib(n-1) + fib(n-2)

ist nicht-linear. Beispiel-Auswertung:

Allgemein: fib(n) erzeugt (,ungefahr“p” rekursive Aufrufe (und ebenso viele an-
schlieBende Additionen), d.hib hat exponentielle Zeitkomplexitat.
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Einbettung:

fibrep(n, k,j) = k * fib(n + 1) 4 j = fib(n) (k.j €N).
Dann gilt: fib(n) = fibrep(n,0,1).
Berechnung vorfibrep (repetitiv rekursiv):

fun fibrep(n,k,j) = if n=0 then k+j else fibrep(n-1,k+j,k)

Beispiel-Auswertung:

fibrep(4,0,1) = fibrep(3,0 + 1,0)
= fibrep(3,1,0)
= fibrep(2,1+0,1)
= fibrep(2,1,1)
= fibrep(1,1+1,1)
= fibrep(1,2,1)
= fibrep(0,2 + 1,2)
= fibrep(0, 3, 2)
=342

Allgemein: fibrep hat lineare Zeitkomplexitat, ist also erheblich effizierdks fib.

6.3 Effiziente Datenstrukturen

Das Suchproblem

Die effiziente Verarbeitungsmaoglichkeit von Daten kannzyarheblich von deren Struk-
turierung abhangen.

Im Folgenden: lllustration dieses Sachverhalts anhargkfaler Standardaufgabe (Such-
problem, vgl. Abschnitte 4.4, 4.5, 4.7), die in der Praxigiglen Auspragungen vorkommt.

In einem Datenbestand soll ein bestimmtes Datenelemeunthewerden.
(Einfache) Formulierung hier:

Gegeben: Multimenge von ganzen Zahlen (mit Elementen)q € int;
zu bestimmen: Ist in z enthalten?

Triviale Lésung

Modellierung vonz als Datentypnt set (falls = Menge ist) oder als ein analog definierbarer
Datentyp (etwaint multiset) fur Multimengen:
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fun suchenl (x:int multiset,a) = member(a,x)
Zeitkomplexitat: konstant (1 Basisfunktion).

Aber: member ist (auf heutigen Rechenanlagen) nicht als elementararhMertungsschritt
verfigbar. Er erfordert eine Implementierung auf der Basiderer Datenstrukturen
(z.B. Listen, vgl. Abschnitt 5.5).

Lineares Suchen

Modellierung vonz als Liste, Reihung oder Bindrbaum (bzw. Implementierung vo
intmultiset durch eine dieser Datenstrukturen): Suchalgorithraethalten (Abschnitt
4.4), enthalten 1 (Abschnitt 4.5),enthalten 2 (Abschnitt 4.7).

Gemeinsame Grundidee: Untersuche der Reihe nach alle Elemnenz, bis a (gege-
benenfalls) gefunden islifeares Sucheh Die Basisfunktionen der Datentypen kénnen
als elementare Verarbeitungsschritte angesehen werdaspi@: enthalten1 (jetzt als
suchen2):

fun suchen2(x,a) =
let
fun enthallg(x,k,a) = (* Vorbedingung: k >= 1 *)
if k > dim(x) then false
else a=get(x,k) orelse enthallg(x,k+1,a)
in
enthallg(x,1,a)
end

Zeitkomplexitat (im schlechtesten Fall und im Mitted)(n).

Sortierte Reihungen

Modellierung vornz als sortierte Reihung (d.b. = (21, ..., z,) mitz <z < ... < z,):
Suchen durch ,Bisektionfindres Suchehmdglich.

Idee:
e Bestimme ,mittleres Elementt,, vonz.

e Fallsa = z,,: a gefunden.
Fallsa < z,,: Suche weiter iz, ..., z,_1).
Fallsa > z,,: Suche weiter iz, 1, ..., z,).

Rekursiver Algorithmusduchen 3) durch Einbettung:

fun such3allg(x:int vect,a,l,r) = (* Vorbedingung: 1<=1,r<=dim(x);
Suchen von a in (x_1,...,x_r) *)
let
val m = (1l+4r) div 2
in
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if 1 > r then false
else if a < get(x,m) then such3allg(x,a,l,m-1)
else if a > get(x,m) then such3allg(x,a,m+l,r)
else true
end

fun suchen3(x:int vect,a) = (* Vorbedingung: x sortiert x*)
such3allg(x,a,1,dim(x))

Zeitkomplexitat:O (log(n)).

Veranschaulichung der Effizienzverbesserung:
Bei jedem ,Suchschritt” wird die Anzahl der noch zu durchserrden Daten halbiert. Beim
linearen Suchen wird diese Anzahl nurimmer um 1 verringert.

Binare Suchbaume

Ein Binarbaumz (hier Uberint; analog tber anderen Datenmengen) hbiftérer Such-
baum (sortiert), wenn fir jeden Teilbaurtx, I, zr) von z gilt:

Fur alle Knotenu; von zl und alle Knotenu, vonzr ist uy < z < us.

/\
/\ /\
/\ \ /

(Es qilt: Istz ein binarer Suchbaum, so igt.sym (z) die sortierte Liste der Knoten van)

Beispiel:

(Binares) Suchen in bindrem Suchbaum:

fun suchen4(x:int bintree,a) = (* Vorbedingung:
X ist binaerer Suchbaum *)
if isempty(x) then false
else if a < root(x) then suchend4(left(x),a)
else if a > root(x) then suchend4(right(x),a)
else true

Zeitkomplexitéat:O (log(n))
(unter der Voraussetzung, dasgmoglichst ausgeglichen® ist, d.h. dass fur alle Teilbaume
gilt: Der jeweilige linke und rechte Unterbaum haben (uaef gleich viele Knoten).
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Bemerkung

Datenbestande kdnnen auf viele weitere Arten modellientv(bmplementiert) werden.
Meist sind nicht nur ein, sondern mehrere verschiedenerAlgoen — eventuell in unter-
schiedlicher Haufigkeit — anzuwenden. (Beispiel: In einartii sollen Eintrédge gesucht,
neue Eintrage eingeflugt, nicht mehr benétigte Eintragesritwerden.)

Die Auswahl einer geeigneten Datenstruktur muss versehederartige Aspekte beriick-
sichtigen und gegebenenfalls gegeneinander abwagen.

6.4 Ein effizientes Sortierverfahren

Das Sortierproblem  (hier: fur Listen ganzer Zahlen)

Eine Liste ganzer Zahlen soll sortiert werden.
Algorithmus in den Abschnitten 4.4 und 5.3 (Sortieren dugahfiigen):

fun inssort nil = nil
| inssort (x::xt) =
let
fun insertel (a:int,nil)
| insertel (a:int,x::xt)

[al
if a <= x then a::x::xt
else x::insertel(a,xt)

in
insertel(x,inssort(xt))
end

Komplexitat von inssort

Beispiel-Auswertung vomn.ssort:

inssort(3,7,1,4) = insertel(3, inssort(7,1,4))
= insertel(3, insertel(7, inssort(1,4)))
= ... =1nsertel(3, insertel (7, insertel (1, insertel(4, nil))))
= insertel(3, insertel (7, insertel(1, (4)))) (%)
= ... =1insertel(3, insertel(7,(1,4)))
=...=nsertel(3,(1,4,7))

.=(1,3,4,7)

Allgemein: Die Anzahl der Schritte bis) ist O(n). Ab (x) mussem Elemente in Listen
wachsender Langen 2, ..., n—1 einsortiert werden. Dies erfordert (im schlechtesten Fall
und im Mittel) eine Anzahl von Schritten, die proportionstizul +2... 4 (n — 1).

Die Zeitkomplexitat vonnssort ist somitO(n?).
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Sortieren durch Verschmelzen

(* Aufspalten: *)

fun split nil = (nil,nil)
| split (x::nil) = ([x],nil)
| split (x::y::xt) = let

val x_u = #1(split(xt))
val x_g = #2(split(xt))

in
(x::x_u,y::x_g)
end
(* Verschmelzen: %)
fun merge(xt,nil) = xt
| merge(nil,yt) = yt

| merge(x::xt,y::yt) = if x <= y then x::merge(xt,y::yt)
else y::merge(x::xt,yt)
(* Sortieren: *)
fun mergesort nil = nil
| mergesort (x::nil) = [x]
| mergesort (x::y::xt) = let

val x_u = #1(split(x::y::xt))

val x_g = #2(split(x::y::xt))
in

merge (mergesort (x_u) ,mergesort(x_g))
end

Komplexitat von mergesort

Beispiel-Auswertung vomergesort (schreibem flr merge und s fur mergesort):

$(13,9,2,15,7,3,9,6)

=...=m(s(13,2,7,9),s(9,15,3,6)) (1)

=...=m(m(s(13,7),5(2,9)), m(s(9,3),s(15,6))) (2)

=...=m(m(m(s(13),s(7)), m(s(2),s(9))) 3)
m(m(s(9),s(3)), m(s(15),s(6))))

— = m(m(m((13), (7)), m((2), (9))) "
m(m((9), (3)), m((15). (6)))

= m(m((7,13), (2,9)), m((3,9), (6,15))) 5)

— = m((2,7,9,13),(3,6,9, 15)) (6)

— ... =(2,3,6,7,9,9,13,15) (7)

Allgemein: Bei Auswertung vomergesort(z) fur eine Liste der Lange ist die Anzahl
der Schritte zu der Auswertungsstelle und zwischeril), (2),...,(7) jeweilsO(n). Bis
zur Stelle(4) wird die Lange der zu betrachtenden Listen jeweils halparschlie3end
jeweils verdoppelt. Die Anzahl der Stelléh), (2),...,(7) istalsoO(log(n)). (Beide Be-
trachtungen gelten fir den schlechtesten Fall und im Mijttel

Die Zeitkomplexitéat vonmergesort ist somit O (n log(n)) und damit geringer als die von
1mssort.



Kapitel 7
Denotationelle Semantik funktionaler Programme

7.1 Funktionen als Fixpunkte

Arten von Semantiken

Zur Erinnerung (Abschnitt 3.3): Die Semantik von Programrbeschreibt deren Bedeu-
tung. Sie kann auf verschiedene Arten angegeben werden.

Die Auswertungsfunktion¥ (Abschnitt 3.4) definiert einéenotationelle(funktionale)
Semantik von SML-Programmen: Einer SML-Funktion wird aesdButung

e eine (,mathematische*) Funktion (ademantisches Modéll

zugeordnet. Vorteile dieser Semantik: Implementieruetgts werden ,versteckt”, mathe-
matische Beweismethoden (vgl. Abschnitt 2.4) werden gréii gemacht.

Fur gewisse Zwecke (z.B.: Festlegung von Implementierdeigsls, Effizienzbetrachtun-
gen) ist die denotationelle Semantik zu abstrakt (zu ,grobfe hierfiir geeignetere ,fei-
nere“operationelleSemantik beschreibt als Bedeutung eines Programms

e den ,Ablauf‘ von elementaren Schritten bei der Programrfidusing.

Eine weitere sehr grobe Semantik-Art ist didomatischeSemantik, die speziell fur impe-
rative Programme geeignet ist. Die Bedeutung der einzehpeachkonstrukte wird dabei
(&hnlich wie in Abschnitt 5.4) beschrieben durch

e charakteristische Eigenschaften.

Denotationelle Semantik von Funktionen

e Die durch die Auswertungsfunktio (Abschnitt 3.4) beschriebene denotationelle
Semantik von Funktionen weist noch einige Ungenauigkeiténinsbesondere:

— Wie sehen die als Bedeutung angegebenen mathematischktiofRen tat-
sachlich aus, gibt es sie Uberhaupt?

e Ein funktionales Programm ist eine Funktion, die syntaiktidurch eine Gleichung
definiert ist (in SML:val (rec) f = ...). Ihre denotationelle Bedeutung ist (einheit-
lich) durch die Losung der Gleichung gegeben. (Wir betraciier Einfachheit hal-
ber keine verschrankt rekursiven Funktionen.) Beispigt(ramatische Notation):

115
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g(n)=n-+3 (genauer geman Abschnitt 24= \(n).n + 3).
(Eindeutige) Lésung fug: Funktion\(n).n + 3 (d.h.:n — n + 3).
e Hauptproblem: Rekursive Funktionen, definiert durch Gleigen der Art
g(..)=...9(...) ...

Beispiel: ¢g: N — N,

1, fallsn =0
g(n) = { g(n+1)  sonst. (+)

Diese Gleichung hat viele Lésungen fgirJede Funktion

(n) = 1, fallsn =0
IR =k sonst

(k=0,1,2,...)ist eine Losung (erfullfx)), ebenso die (partielle) Funktion

() = 1, fallsn =0
9 | undefiniert sonst.

Allgemein: Es muss festgelegt werden, welche Losung emiarrsiven Funktions-
definition (falls Gberhaupt Lésungen existieren) als dé&edeutung gelten soll.

Jundefiniert” als Wert

Um alle Funktionen als total ansehen zu kénnen, kann eindfgeszDatenelement (flr
zundefiniert’) eingefuhrt werden. Ist eine Menge, so sel* = A U {w}.

Beispiel:¢’ (von oben) als totale Funktion:
9o N — N¢,

(n) = 1, fallsn =0
JAT) = w sonst.

(g, ist Losung der Gleichungk) fur g : N — N«.)

Fixpunkt-Funktionale

e Firjede Losung : N — N“ der Gleichung

(n) = 1, fallsn =0
g\ = g(n+1) sonst

gilt G(g) = ¢ (¢ ist Fixpunkt von G) fur dasFixpunkt-Funktional

G:(N—N¥ — (N—Nv),

1, fallsn =0
G(h) = { h(n+1) sonst.
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¢ Allgemeines Ziel: Bedeutung von (rekursiven) FunktioneEnFaxpunkte geeigneter
Funktionale.

Fragen dabei:

— Unter welchen Bedingungen existieren Fixpunkte?
— Festlegung eines ausgezeichneten Fixpunkts, falls meebréstieren.

Antworten hierzu: (Mathematischg&)xpunkttheorie.

7.2 Grundzuge der Fixpunkttheorie

Partielle Ordnungen

Definition. Eine binare Relation- auf einer Menged heildtpartielle Ordnung (auf A),
wenn fur allez, y, z € A qilt:

1. zCx (Reflexivita)
2. zCyyCr=2x=y (Antisymmetrig
3. zCy,yCz=zCz2 (Transitivitat)

Definition. Ein ElementL einer Menged mit partieller Ordnung= mit
1 Cx furallexz € A

heil3tkleinstes Elementbottom) von A.

Definition. SeiC eine partielle Ordnung auf einer Mende Eine nicht-leere Teilmenge
B von A heil3tKette(in A), wenn fur je zwei Elemente, y € B gilt: z C y odery C z.

Definition. SeiLC eine partielle Ordnung auf einer Mende Eine nicht-leere Teilmenge
B von A heil3tgerichtet wenn es fur je zwei Elemente y € B einz € B gibtmitz C 2
undy C z.

Satz 1.Jede Kette in einer Mengé (mit einer partiellen Ordnung) ist gerichtet.

Monotonie
Vorbemerkung: Alle im Folgenden betrachteten Funktionen seien total.

Definition. SeiC eine partielle Ordnung auf einer Mengde Eine Funktionf : A — A
heiRtmonoton wenn fur allez, y € A gilt:

s Ey=[f(z) Ef(y)
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Satz 2.Sei A eine Menge mit partieller Ordnung und kleinstem ElemenitfIsA — A
eine monotone Funktion, so i§f’(L) | + € N} eine Kette inA.

Vollstandigkeit

Definition. SeiC eine partielle Ordnung auf einer Mende B C A. Ein Elementz € A
hei3tkleinste obere SchrankéSupremun) von B (Schreibweisesup B), wenn gilt:

a) z C zfurallez € B.
b) x Cyfurallez € B= 2 LC y.

Definition. Eine partielle Ordnundg- auf einer Menged heil3tvollstandig(und A heifdt
vollstandig geordnetcomplete partial ordercpo), wenn es fir jede gerichtete Teilmenge
B von A ein Element: € A gibt mitz = sup B.

Stetigkeit

Definition. Sei A eine cpo. Eine Funktiofi : A — A heil3t ketten) stetig wenn fir jede
Kette B in A gilt: sup f(B) existiertinA, und es isf (sup B) = sup f(B).

(Dabeiif (B) = {f(z) | & € BY}.)

Satz 3.Sei A eine cpo. Jede stetige Funktipn A — A ist monoton.

Kleinste Fixpunkte

Definition. SeienA eine Menge mit partieller Ordnurig undf : A — A eine Funktion.
Ein Element: € A heil3tkleinster Fixpunkt vonf, wenn gilt:

f(r)=2 und f(y)=y = zCy.

(Es gilt: f hat hochstens einen kleinsten Fixpunkt.)

Satz 4. (Fixpunktsatz von Kleene)
SeienA eine cpo mit kleinstem Element,: A — A eine stetige Funktion. Das Element

= sup {f'(L)]ieN}

existiert in A und ist kleinster Fixpunkt voii. (Bezeichnungfiz(f).)
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7.3 Denotationelle Semantik von SML-Funktionen

Erweiterung von Datentypen

Zur Anwendung der Ergebnisse von Abschnitt 7.2 zur form&emantikdefinition fur
funktionale (SML-) Programme sei fur jeden Datentyp ein Elementw ¢ typ (vgl.
Abschnitt 7.1) ausgezeichnet. Die Menge“ = typ U {w} mit derflachen Ordnung

rCy<sr=woderz =y

bildet eine cpo mitv als kleinstem Element.

Die Semantik von Termen

Die einem Term¢ in der denotationellen Semantik zugeordnete Bedeutund mvit [¢]
bezeichnet.

e FuUr Termet, die keine Funktionsabstraktionen, keine Funktionsamweagen und
keine Namen von Funktionen sind, j#f definiert gemal der Auswertungsfunktion
WV aus Abschnitt 3.4 (beziiglich einer gegebenen Umgeliting

e Istt eine Funktionsabstraktion der Gestalt
fny =+

und vom Typtyp; — typs, SO istt] die Funktion

[¢] = typr — typs,

[tl(a) =[], wobei[t'] bestimmt wird bezuglich der Umgebung,
die sich aus der aktuellen Umgebung durch Hinzunahme
der Bindung <,a> ergibt.

e Ist¢ eine Funktionsanwendung v, ..., v,), SO ist

1] = [u]([vi]l, - -, [v2]), falls dieser Wert definiert ist
| w sonst

Funktionsdeklarationen

Die Semantikx] einer durch
funhz =t
deklarierten Funktioh vom Typtyp; — typ, wird wie folgt definiert.

e Seil; die flache Ordnung aufyps’. Die Mengetyp, — typs aller (totalen) Funk-
tionen mit derApproximationsordnung

fCg&fla)Chpgla) furallea € typ
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bildet eine cpo mit dem kleinsten Element

Q:typy — typs,
Qa) =w furallea € typ;.

e Das Fixpunkt-Funktional

F: (typr — typs’) — (typr — typs),

F(f)(a) = [t]. wobei[t] bestimmt wird bezliglich der Umgebung,
die sich aus der aktuellen Umgebung durch Hinzunahme
der Bindungen #,f> und <z,a> ergibt.

ist stetig. Dann ist
[1] = fiz(F),
d.h.: [n] = sup {F(Q2) | i € N}.

Bemerkung:

Die beschriebene Vorgehensweise kann ebenso fur Funkttgiteerer Ordnung angewen-
det werden. Fur Funktionstypen wird dann nicht die flachen@ngj, sondern die Approxi-
mationsordnung zugrunde gelegt.

Beispiele

1. fun h(n) = n+3 (vgl. Abschnitt 7.1).

)
)(n) = Q) =,
(1) = P(@)(n) = n+3,

)(n) = P(F()(n) = +3,

=F
=F
F'(Q)(n)=n+3 firalle: > 1.
Damit: [h](n) = n + 3.
2. fun g(n) = if n=0 then 1 else g(n+1) (fur n > 0, vgl. Abschnitt 7.1)

. 1, fallsn =0
Mit F(f)(n) = { f(n+1) sonst

erhalt man:
Fo(Q)(n) =Q(n) = w,

FLQ)(n) = F(Q)(n) = { L, falls n = 0

(n+1)=w sonst,

F2(Q)(n) = F(F(Q))(n) = { 1’(9)@ +1)=w glr?s?, -
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F'(Q)(n) =

{ 1, fallsn =0 furalle: > 1.

w sonst

1, fallsn=0
w sonst.

Damit: [g](n) = {

3. fun fak(n) = if n=0 then 1 else nxfak(n-1) (far n > 0).

. 1 fallsn =0
Mit F(f)(n) = { n+f(n—1) sonst

erhalt man:
Fo(Q)(n) =Q(n) = w,

FYQ)(n) = F(Q)(n :{ L, falls 1 — 0

nxQ(n—1)=w sonst,

1, fallsn =0

2 —
FA&@)(n) = nx F(Q)(n—1) sonst

fallsn =0
fallsn =1
sonst,

1, falls n =0
n* F2(Q)(n—1) sonst

1, fallsn =0
B , fallsn =1
N , fallsn =2

DN —

sonst,

S

—_

, fallsn =0

F{Q)(n) = F(F}(@Q)(n) = § ", F3(Q)(n—1) sonst

—_

fallsn =0
fallsn =1
fallsn = 2
fallsn =3
w sonst

o N =

usw.

Die F'{(Q2) approximierendie Fakultatsfunktiom — n! ,immer genauer* (fir im-
mer mehr Argumente, 1,2, 3, .. .):

n! firn <1
w sonst.

P - {
Fur das Supremum (den ,Limes") gilt:

[fak](n) =



