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Temporale Logik und Zustandssysteme

Aufgabe 1 Allgemeingiiltige Formeln (4 Punkte)
Sei K temporale Struktur und i € Ny beliebig.

Gruppe A Wir zeigen, dass 04 — (OB — O(AAB)) allgemeingiiltig ist. Gelte also K;(CJA) = K;(0B) =
tt, zu zeigen ist K;(O(A A B)) = tt.

Da K;(OB) =tt, gibt es j > ¢ mit K;(B) = tt. Wegen K;(OA) = tt gilt auch K;(A4) = tt. Insgesamlt also
K;(A A B) = tt, und somit, da j > i, auch K;(0(4 A B)) = tt.

Gruppe B Wir zeigen, dass A — (OB — O(A A B)) algemeingiiltig ist. Gelte also K;(JA) =
Ki(OB) = tt. Zu zeigen ist K;((A A B)) = tt. Sei dazu j > i beliebig. Wegen K;(A) = tt folgt
K;(A4) = tt, ebenso K;(B) = tt, da K;(OB) = tt. Insgesamt also K;(4 A B) = tt, und damit, da j > i
beliebig war, K;(O(A A B)) =tt.

Aufgabe 2 Herleitung Dualer Formeln (5 Punkte)
Gruppe A Wir erhalten folgende Herleitung von A — B,0B — B+ 0A — B:

(1) oB—B (Ann.)

(2) -B—-OB (prop)(1)
(3) —OB < 0-B (1t11)

4) —B—0-B (prop)(2)(3)
(5) A—B (Ann.)

(6) -B—-A (prop)(5)
(7) -B—0O-4 (ind)(4)(6)
®) -0-4—--B (prop)(7)
9 ¢—B (prop)(8)

Selbsverstandlich konnen die letzten beiden Schritte auch zu einem einzigen kombiniert werden.
Gruppe B Wir erhalten folgende Herleitung von A — B,04 — A+ QA — B:

(1) cA— A (Ann.)

(2) -~A—-04 (prop)(1)
(8) —0A— 04 (1t11)

4) —4—o-4 (prop)(2)(3)
(5) A—B (Ann.)

(6) —B— -4 (prop)(5)
(7) -B—-0O-4 (ind)(4)(6)
&) -0-4—--B (prop)(7)
9 ¢-—B (prop)(8)
Wie oben kdnnen auch hier die Zeilen (8) und (9) kombiniert werden.

Aufgabe 3 Abschwichung unter [ (3 Punkte)
Gruppe A Wir erhalten folgende Herleitung der Formel (A A B) — [A:

(1) OAAB)— AANBACO(AAB) (1£13)

(2) O(AAB)— oOO(AAB) (prop)(1)
(3) D(AAB)— A (prop)(1)
(4) O(AAB)—DOA (ind)(2)(3)



Gruppe B Analog erhalten wir fiir (A A B) — OB:

(1) O(AAB)— ANBACO(AAB) (1£13)

(2) O(AAB)—O(AAB) (prop)(1)

3) O(AAB)— B (prop)(1)

(4) OAAB)—DOB (ind)(2)(3)

Aufgabe 4 ‘While-Operator (5 Punkte)

Man sieht leicht, dass A while B dquivalent zu A unl —B ist, wobei unl der reflexive unless-Operator
von Aufgabe 6-2 ist.

Damit folgt aus 6-2, dass A while B — =BV (AA A unless —B) allgemeingiiltig ist, also auch die Formel
A while B < B — (A A A unless —B).

Gruppe A Also folgt vermoge aussagenlogischem Schliefien sofort die behauptete Allgemeingiiltigkeit
von A while B — (B — A unless —B).

Gruppe B Also folgt vermdge aussagenlogischem Schliefsen sofort die behauptete Allgemeingiiltigkeit
von (B — A unless -B) — A while B.

Alternativ auch durch dirketes Rechnen wie folgt: Sei K temporale Struktur und i € Ny beliebig.

Gruppe A Gelte K; (A4 while B) = tt und K;(B) = tt. Wir zeigen K; (A unless —B) = tt. Da K;(A4 while
B) = tt, liegt einer der folgenden Fille vor:

Fall 1: Kx(A4) = tt fiir alle k& > . Dann gilt auch Ki(A4) = tt fiir alle £ > ¢ und somit K;(4 unless
-B) = tt>

Fall 2: Es gibt j > i mit K;(B) = ff und K;(A4) = tt fiir alle ¢ < k < j. Da K;(B) = tt folgt sofort j > i,
und K;(=B) = tt. Da K;(4) = tt fiir alle i < k < j folgt insgesamt K;(4 unless —B) = tt.

Gruppe B Gelte K;(B — AA unless —B) = tt. Wir zeigen K; (A4 while B) = tt. Im Falle K;(B) = ff folgt
die Behauptung sofort. Wir kénnen also K;(B) = tt annehmen; damit gilt auch K;(AA A unless —=B) = tt
nach Annahme, also K;(4) = tt und K;(A unless = B) = tt. Es liegt einer der folgenden Fille vor:

Fall 1: K (A) = ttfiir alle k£ > 4. Da K;(A) = tt folgt Kx(A) = tt fir alle k¥ > i, somit K;(A while B) = tt.

Fall 2: Es gibt j > ¢ mit K;(=B) = tt und K;(4) = tt fiir alle ¢ < k < j. Da K;(4) = tt nach Annmahme
folgt also K;(B) = ff und Ki(A4) = tt fiir alle ¢ < k < j, somit K;(A while B) = tt.

Aufgabe 5 Past-Operatoren (3 Punkte)

Gruppe A Die Formel H(AV B) — (HAV BB) ist nicht allgemeingiiltig. Betrachte z.B. die wie folgt
gegebene temporale Struktur K, mit “~” fiir “beliebig”

i Jof1]2...
Altt]ff| ~
B ffltt| ~

Hier gilt Ki(BE(A V B)) = tt, aber weder K;(HA) = tt noch K;(HB) =tt.

Gruppe B Die Formel (& A A & B) — & (A A B) ist nicht allgemeingiiltig. Betrachte z.B. die wie folgt
gegebene temporale Struktur K, mit “~” fiir “beliebig”

iJJoj1]2...
At ]| ff] ~
B ffltt| ~

Hier gilt K;( & A) = tt sowie K1( & B) = tt, aber nicht K;( & (4 A B)) = tt.




