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Temporale Logik und Zustandssysteme

Aufgabe 1 Allgemeingiiltige Formeln (3 + 3 Punkte)

Vorbemerkung: Fiir eine beliebige Formel A ist die Implikation VzA — JzA allgemeingiiltig, da Sorten
durch nichtleere Mengen interpretiert werden. Da im Folgenden nur eine Variablenbelegung { betrachtet
wird, kiirzen wir Kl(-o zu K; ab.

Gruppe A

a) [O(3zA — B) AVzA — OB ist allgemeingiiltig. Sei dazu K = (S, W) eine temporale Struktur und
i € Ng beliebig, und gelte K;(3z4 — B) = K\0VzA4) = true. Zu zeigen ist K{(IB) = tt. Sei also j > i.
Dann gilt K]( JA — B) = tt und K](C) (VzA) = true. Also nach der Vorbemerkung auch K;(3zA4), und
somit K;(B) = tt.

b) O03zA — JzOOA is nicht allemeingiiltig. Sei zum Beispiel A = z = a und K = (S5,W) mit W =
(n0,M1,--.) und n;(a) = i. gemeingiitlig. Dann gilt K;(3z4) = tt, also auch K;(0T3zA) = tt. Aber
Ko(FzQA) = ff, denn ansonsten gibe es z € Ny und 4 > 0 so dass K;(4) = K;(z = j) = tt fiir alle
j > i, Widerspruch.

Gruppe B

a) [O(3zA — B) A QVzA — OB ist allgemeingiiltig. Sei dazu K = (S, W) temporale Struktur, i € Ny
beliebig und gelte K;(O(34 — B) = K;(OVzA) = tt. Zu zeigen ist K;(¢B) = tt. Da K;(OVzA) = tt,
gibt es j > i mit K;(VzA) = tt. Nach der Vorbermerkung also auch K;(3z4) = tt. Aus K;(O(3z4 —
B) = tt folgt K;(3z4A — B) = tt, also insgesamt K;(B) = tt.

b) O03JzA — JzOOA ist nicht allgemeingiiltig. Sei zum Beispiel A = z = o und K = (5,W) mit
W = (no,m1,...) und n;(a) = i. Dann gilt K;(3zA4) = tt fiir alle j, also auch K;(d03zA) = tt fiir alle
i € Ng. Aber Ko(3z0O0A) = false, denn sonst gibe es z € Ny so dass K;(4) = Kj(z = j) = tt fiir
unendlich viele 7 > 0, Widerspruch.

Aufgabe 2 Erzeuger /Verbraucher in Temporaler Logik
Vorbermerkung: Gruppe A und B unterscheiden sich nut durch die Namen der Variablen. Die in der
Losung verwendeten Namen beziehen sich auf Gruppe A.
a) Wir beschreiben das System durch die folgende Menge F von temporalen Formeln:
(excl) exece V (execy A z > 0) A —(exece A execy A z > 0) (es kann immer nur eine Aktion ausgefiihrt
werden).
(vl) exeeAy ANz >1— 2/ +1=2
(v2) execAdy Az =1 — 2’ =0 A —~Oexec,

(e) exeche = 2/ =2 +1

b) Wir verwenden die angegebene Regel und erhalten folgende Herleitung;:



(1) execy, — execy (prop)

(2) execy Az >n —execyV(z2>nA0(z2>n) (prop)(2)

(3) execeNz>n—2' >n (pred)(z)

(4) exece Az >n — execy V(2 >nA0(z > n)) (pred)(3)

(5) —mil (excl)

(6) nilAz>n—oz>nVz=n (prop)(5)

(7) z>mn— 2> nunlexec, (unl)(3)(5)(6)
8 z=n—2>n (data)

(9) z=mn— 2> nunlexec, (prop)(7)(8)

Ein fairere Ablauf ist (no,n1, 10,71, -. ), Wobei
e no(2) =0,m0(e) = tt,ngo(v) = ff
o n1(z) = 1,m(e) = flm(v) =tt.
Hier werden alle Aktionen unendlich oft ausgefiihrt.
Ein nicht fairer Ablauf ist (19, 71,72, ..), wobei
e n;(2) = i,mi(e) =tt,m(v) = ff.
Hier kommt der Verbraucher nicht zu Zuge.

Wir setzten F = 002 < 2.

Wir miissen nur zeigen, dass exec, unendlich oft ausgefiihrt wird, da aus exec, bereits 2’ < z folgt.
Dies bewerkstelligen wir mit der Regel (fair). Die Herleitung ist wie folgt:

(1) z=0— execke (excl)
(2) 2=0—2">0 (pred)(e)(1)
B) z=0—0z>0 (T7)(pred)(2)
4) 2>0—-02>0 (prop)
(5) z=0vz>0 (data)
6) Oz>0 (prop)(3)(4)(5)
(7) Odenabled, (alw)(6)
(8) Qexecy (alw)(7)
(9) exec, —m2' <z )
(10) Qexecy — 02/ < 2z (T31)(9)
(11) 0z’ < 2 (mp)(8)(10)
(12) 002 < 2 (alw)(11)



