LUDWIG-MAXIMILIANS-UNIVERSITAT MUNCHEN

Temporale Logik und Zustandssysteme

Kurzskriptum zur Vorlesung
Wintersemester 2006/07

F. Kroger

INSTITUT FUR INFORMATIK
Lehr- und Forschungseinheit fir Programmierung und Softwaretechnik



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Logiken und Theorien

1.1 FormaleLogiken . . . . .. . .. ... ...
1.2 Klassische Aussagenlogik . . . . . ... ... ... .. L.
1.3 Theorien. . . . . . . . . e

Lineare temporale Aussagenlogik

2.1 Spracheund Semantik . . . ... ... ... . ... .
2.2 Logische Gesetze . . . . . . . . . . ...
2.3 AXIOMAtiSIerung . . . . . ..
2.4 Schwache Vollstandigkeit . . . . . . ... ... ... ... ... .. ...

Erweiterungen von LTL

3.1 BindreOperatoren. . . . . . . . . e e
3.2 Past-Operatoren . . . . . . . . .
3.3 Auszeichnung des Anfangszustands . . . . . . ... ... ... .....
3.4 Kombination von Erweiterungen . . . . . . . ...

Lineare temporale Pradikatenlogik

4.1 Kilassische Pradikatenlogik . . . . . ... ... ... .
4.2 Sprache und Semantik der linearen temporalen Pradikatenlogik . . . . . .
4.3 AXiomatisierung . . . . . ..
4.4 Erweiterungen . . . . . . .

Spezifikation und Verifikation von Zustandssystemen

5.1 Transitionssysteme . . . . . . . ...
5.2 Spezielle Klassen von Transitionssystemen . . . . . ... ... ... ..
53 Verifikation . . . .. . .. ..
54 Beispiele . . ...

Verifikation paralleler Programme

6.1 Programme und Transitionssysteme . . . . . ... ... ... ......
6.2 Eine einfache Programmiersprache flr reaktive Systeme . . . . ... ..
6.3 \erifikationsbeispiele . . . . . ... ... ...

Weitere temporale Logiken

7.1 Strukturierte Spezifikationen . . . . . ... ...
7.2 DieLogik TLA . . . . . .
7.3 \erzweigte temporale Logiken . . . . ... ...
7.4 DieLogik CTL . . . . . . . . . .



Inhaltsverzeichnis 3

8 \Verifikation endlicher Zustandssysteme 85
8.1 Endliche Zustandssysteme . . . . . . ... ... 85
8.2 ModelChecking. . . . . . . . .. 88
8.3 Grundlagen des CTL Model Checking . . . . . . ... ... ... .... 89
8.4 Bindre Entscheidungsdiagramme . . . . . . .. ... ... 92



Einleitung

Temporale Logik

Anliegen der ,,iblichen” (mathematischen) Logik (klassische Logik):

e Bereitstellung einer formalen Sprache zur prazisen Formulierung von (mathemati-
schen) Aussagen,

e Untersuchung von Instrumenten, mit denen man feststellen kann, ob eine Aussage
LZUtrifft oder ,,nicht zutrifft”.

Temporale Logik (TL) bezieht zusétzlich ein:
e Betrachtung zeitabhangiger Aussagen,

e Bereitstellung einer Sprache zur prézisen Formulierung von zeitlichen Beziehungen
von Aussagen und die Untersuchung des (ebenfalls zeitabhangigen) Zutreffens sol-
cher Beziehungen.

Zustandssysteme

Beispiel eines ,,Nicht-Zustandssystems*:

In drei Behaltern liegen rote, blaue und gelbe Kugeln und Wirfel. Dabei gilt:
(1) Falls ein Behalter blaue Gegenstande enthélt, so enthélt er keine roten Gegen-
stédnde.
(2) In jedem Behadlter liegt mindestens ein Wurfel.
(3) In mindestens einem Behalter liegen weder gelbe noch blaue Wurfel.

Beispiel eines Zustandssystems:

Eine Ampel hat die drei Anzeigen rot, gelb und griin. Dabei gilt:

(1) Die Ampel kann ein- und ausgeschaltet werden.
(2) Solange die Ampel an ist, schaltet sie fortwahrend von rot auf griin, von grin
auf gelb, von gelb auf rot usw.

(3) Die Ampel kann nur ausgeschaltet werden, wenn sie grin ist.
(4) Wird die Ampel angeschaltet, so wird sie dabei gelb.

Allgemein:

Der (informelle) Sammelbegriff ,,Zustandssystem* fasst alle Arten von Systemen zusam-
men, die ,,ablaufen”, z.B.: Software-Module, Ubertragungsprotokolle, Datenbanksysteme,
Schaltwerke, Automaten usw.

Dabei: Ein ,,Ablauf“ ist eine Folge von ,,Zustanden®.
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Anwendung von TL auf Zustandssysteme:

Versteht man Zustande eines Ablaufs als ,,Zeitpunkte*, so ermdglicht dies die Formulie-
rung von Aussagen uber Systemabl&ufe und deren (temporal-) logische Behandlung.

Inhalt der Vorlesung

1. Darstellung der Grundlagen temporaler Logik(en).

2. Temporallogische Spezifikation von Zustandssystemen
(formale Beschreibung der Wirkungsweise eines Zustandssystems in TL).

3. Temporallogische Verifikation von (Eigenschaften von) Zustandssystemen
(insbesondere: parallele Programme und endliche Zustandssysteme).

Literaturhinweise
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tational Aspects (Vol. 1).
Clarendon Press 2001.
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Cambridge University Press 1988 (Revised edition).



Kapitel 1
Logiken und Theorien

1.1 Formale Logiken

Allgemeine Definition von Logiken

Eine (formale) Logik formalisiert das SchlielRen (iber ,,Aussagen* eines bestimmten ,,Dis-
kursbereichs®.

Die Definition einer solchen Logik LOG beinhaltet jeweils die Angabe
e der Syntax (Sprache) von LOG,
e der Semantik von LOG.

Dariber hinaus wird haufig eine
e Axiomatisierung von LOG

angestrebt.

Syntax

Die Syntax einer Logik LOG gibt die Art der LOG zugrundeliegenden (formalen) Spra-
che(n) Li0q Uber einem (nicht notwendig endlichen) Alphabet von Zeichen an. Im Fol-
genden sei immer implizit unterstellt:

¢ Die zugrundegelegten Alphabete sind endlich oder abzéhlbar unendlich.

Die Elemente von Ly o¢ heillen Formeln (von LOG). Sie reprasentieren die Aussagen des
Diskursbereichs.

Semantik

Die Semantik einer Logik LOG gibt an:

e die Klasse der mdglichen Interpretationen J der Sprachbestandteile von Lio¢ als
deren formal beschriebene ,,Bedeutungen®;

e die Definition der Relation I:JA fur Interpretationen J und Formeln A von L oq;
Sprechweisen fir EA: A ist gultig in J, J erfullt A.

Damit wird definiert:
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Definition. Seien A eine Formel und F eine Menge von Formeln von L1, flr eine Logik
LOG. A heilst Folgerung von F (auch: A folgt aus F), geschrieben: F EA, wenn gilt:

A fur alle J mit der Eigenschaft, dass =B firalle B € F.

A heil’t allgemeingiltig, wenn () =A (d.h. A fiir alle J) gilt.

Schreibweisen: By, ..., B,EA, falls F = {By,..., B,},
FA fur 0EA.

Satz 1.1.1 Seien A eine Formel und F, 7' Mengen von Formeln von Lo fur eine Logik
LOG. Falls FEB flralle B € F' und F'EA, so gilt FEA.

Axiomatisierung

Eine (,,Hilbert-artige*) Axiomatisierung einer Logik LOG geschieht durch ein formales
System Y 0q Mit
e einer Menge von Formeln von Lo, genannt Axiome,

e einer Menge von (Herleitungs-) Regeln der Form Ay,..., A, FB (n > 1);
die Formeln A4, ..., A, heiBen Pramissen, die Formel B Konklusion der Regel.

Induktive Definition der Herleitbarkeit einer Formel A aus einer Menge F von Formeln
von Liog im formalen System >;og (geschrieben: F ELOGA oder kurz F+A oder auch
By,...,B, bELOG)A, falls F = {By, ..., B,}):
1. F ELOGA fir jedes Axiom A von Y1,0¢.
2. Ffy Afirjedes A € F.
LOG

3. Ist Ay, ..., A, FB Regel von ¥ o¢ und gilt 7 ELOGAl’ s 'ELOGA”’ so ist auch
Fk B.

YLoa

A heiBt herleitbar (in X;,0¢), wenn () 'ELOGA (geschrieben: FA) qilt.

Bemerkung: Ist A herleitbar aus {B, ..., B,}, so kann By, ..., B, A als abgeleitete
Regel in anderen Herleitungen verwendet werden.

Korrektheit und Vollstandigkeit

Definition. Ein formales System >;,og flr eine Logik LOG heif3t korrekt (bzgl. der Se-
mantik von LOG), wenn gilt:

Fh oA = FFA (fur alle 7 und alle A).
Yroc heidt vollstandig, wenn gilt:

FEA = F FELOGA (fiir alle F und alle A).
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Bemerkung: Ist >1,og korrekt und vollstandig, so gilt insbesondere:

'ELOGA & FA (far alle A).

Satz 1.1.2 Sei Y10 ein formales System fir eine Logik LOG. Falls A fiir alle Axiome
Avon Xiog und Ay, ..., A, EB fur alle Regeln A,,..., A, FB von ¥0q, SO ist X10qa
korrekt.

1.2 Kilassische Aussagenlogik

Sprache
Erstes Beispiel einer Logik: (klassische) Aussagenlogik (PL).

Sei V eine Menge von Aussagenkonstanten (atomaren Aussagen). Eine Sprache Lpp, (V)
(kurz: Lpy) ist definiert wie folgt:
Alphabet:

e Alle Elemente von V,

e die Zeichen false | — | (| ).

Induktive Definition der Formeln:
1. Jede Aussagenkonstante v € V ist eine Formel.
2. false ist eine Formel.
3. Sind A und B Formeln, so ist auch (4 — B) eine Formel.
Abkurzungen: —-A fir A — false,
AvB fir -A— B,
ANB fur —(A— -B),

A~ B fir (A—- B)AN(B— A),
true fur —false

(4uRerste Klammern jeweils weggelassen).

Semantik
Interpretationen fiir Lpy, sind gegeben durch Belegungen.

Es seien ff (,false”) und tt (,,true*) zwei verschiedene Wahrheitswerte. Eine Belegung B
fur eine Menge V von Aussagenkonstanten ist eine Abbildung

B:V — {fftt}.

Jedes B kann induktiv fortgesetzt werden auf die Menge aller Formeln von Lpp,(V):
1. B(w) fir v € V ist gegeben.



1.2 Klassische Aussagenlogik

2. B(false) = ff.
3. B(A— B)=tt & B(A)=ff oder B(B) = t.

Fur die weiteren Operationen gilt dann:

4. B(-A)=tt & B(A)=ff.
B(AVB)=tt & B(A)=tt oder B(B) =tt.
B(AANB)=tt & B(A)=ttund B(B) =tt.
B(A«+— B)=tt < B(A)=B(B).
B(true) = tt.

© N o o

Die Gultigkeit  (,,gultig in B) ist definiert durch:
A & B(4)=tt

Beispiele:

Allgemeingdiltige Formeln: (AAB)V C)«< ((AVC)AN(BV(Q)),

-(AV B) < (mA N -B).
Folgerung: A—-B,B—CEFA—C.
Bemerkungen:
1. Eine allgemeingultige Formel von PL heil3t auch Tautologie.
2. Esgilt (fur Formelmengen F und Formeln A, B):
FU{A}EB & FEFA— B.

Daraus folgt:
AFB & FA — B,
Ay,...,ApFB & FA - (4 — ... — (A, — B)...),

(Beachte: Schreibweise ohne innere Klammern in (A; A ...

Axiomatisierung

Ein mogliches formales System Ypy, ist gegeben durch:

Axiome (genauer: Axiomenschemata):
e A— (B — A),
e (A—-(B—C()—(A—B)—(A—10)),
o ((A — false) — false) — A.

Regel (genauer: Regelschema):

e A/A— B+ B (modusponens).

A AL))



1.3 Theorien 10

Bemerkungen:
1. Ypy, ist korrekt und vollstandig.
2. Es gilt (Deduktionstheorem und seine Umkehrung):
FU{A}FB & F+FA— B (fir Formelmengen F und Formeln A, B).

Daraus folgt:

AFB & FA — B,
Ay,...,ApFB & FA - (A4 — ... — (A, — B)...),
Ay, .., A,FB & F(AIN...NA,) — B.

1.3 Theorien

Allgemeine Definition von Theorien

Sei LOG eine Logik. Eine LOG-Theorie Th = (L10¢,.A) ist gegeben durch
e eine Sprache Lo von LOG,
e eine Menge A von Formeln von L1 o (nicht-logische Axiome).
Eine Interpretation J fir die Sprache Lo mit
FA furalle A€ A
heil3t Modell von Th.

Bemerkung: Ist Th = (Lroc,.A) eine LOG-Theorie und ¥1o¢ ein korrektes formales
System fiir LOG, so gilt:

A K

YLo

A = AFA = K Afir jedes Modell J von Th.

Beispiele
1. PL-Theorie Thys, = (Lpr.(Vosp), Absp) Mit

Vbsp = {7)17027?)3},
-Absp = {Ul < U2, Vo V ’Ug}.

Modelle von Thy,,:

I
==+

B, : Vbsp — {ff, tt} mit Bl(vl) = ff, Bl(UQ)
B, : Vbsp — {ff, tt} mit BQ(’Ul) =t BQ(UQ)
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2. Formalisierung des ,,Behélter-Systems* (siehe Einleitung) als PL-Theorie:

Thien, = (Lrr.(Ven), Apen) Mit

® Vien = {enthi farve gestar | © € {1,2,3}, farbe € {r, b, g}, gestalt € {k,w}}

(Intention: enth, , , = ,,Behalter 2 enthalt gelbe Kugel(n)*,
analog fur die anderen Index-Werte),

o A, bestehend aus:
— (enth;p V enthip ) — (menth; p, A —enth; ) furi=1,2,3,
— enthpu V enthi ., Venthi g, flri=1,23,
— (—enthy gw N —enthy ) V

(menthy g.w A enthyp ) V
(menths g N nenths p ).

Es gilt (z.B.):

Apen E enthy p V —enthyp o V —enths p g,

(,,Einer der Behélter enthilt keine blauen Wrfel®).



Kapitel 2
Lineare temporale Aussagenlogik

2.1 Sprache und Semantik

Das Grundkonzept

Ziel:
Gegeben Aussagen A, B, .. .;
Formulierung neuer Aussagen Uber das Zutreffen von A, B, ... zu ,,anderen Zeitpunkten®.

Basisoperatoren (,,Grundausstattung*) hierftr:
OA: A trifft im unmittelbar folgenden Zeitpunkt zu*
(nexttime-Operator);

OA: A trifft in allen nachfolgenden Zeitpunkten zu“
(always-/henceforth-Operator);

QA A trifft in (mindestens) einem nachfolgenden Zeitpunkt zu*
(sometime-/eventuality-Operator).

Beachte: Das Zutreffen solcher Aussagen ist selbst ,,zeitabhdngig*.

Die Basissprache

Sei 'V eine Menge von Aussagenkonstanten. Eine (Basis-) Sprache Lyrr, (V) (kurz: Lirr)
der (linearen) temporalen Aussagenlogik (LTL) ist definiert wie folgt:

Alphabet:
e Alle Elemente von V,
e die Zeichen false | — [0 | O | (|).
Induktive Definition der Formeln:
1. Jede Aussagekonstante v € V ist eine Formel.
2. false ist eine Formel.
3. Sind A und B Formeln, so ist auch (A — B) eine Formel.
4. Ist A eine Formel, so sind auch 04 und OA Formeln.

Abkurzungen: =, V, A\, <, true: wie in PL,
CA fir —O-A.
Schreibweisen: AuRerste Klammern werden weggelassen.

Weitere Klammerersparnis durch folgende Operator-Prioritétsregeln:

V, A binden stérker als —, <,
—  bindet starker als < .
(—, 0,0, < binden gemaR Definition starker als v, A, —, <)

12
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Beispiel:
Formel von L1, (gemaR Syntaxdefinition):

((OA; A Ay) — Ag) «— (O(0A4V —A5) A Ag))
Schreibweise mit Klammerersparnis:

DAl N A2 — A3 And <>(OA4 V _|A5) VAN A6

Semantik
Interpretationen fur £y, sind gegeben durch temporale Strukturen (Kripke-Strukturen).

Eine temporale Struktur fiir eine Menge V von Aussagenkonstanten ist eine unendliche
Folge K = (19, 71,72, - - -) von Abbildungen

ni V. — {ff,tt}

(ff, tt wie bei PL). Die n; heillen Zustande, n, heil3t Anfangszustand.
(Beachte: Jeder Zustand ist eine Belegung im Sinne der klassischen Aussagenlogik.)

Fir eine temporale Struktur K = (g, n1, 72, . ..) wird K;(F) € {ff, tt} fir jede Formel
F von L1, und jedes i € N (,,Wahrheitswert von F' im i-ten Zustand von K*) induktiv
definiert wie folgt:

1. K(v) = n;(v ) firv e V.

2. K;(false) =
3. Ki(4A— B) =tt & K;(A4) =ff oder K;(B) = tt.
4. Ki(04) = Ki11(A).
5. Ki(OA) =tt & K;(A)=tt furallej > i.
Fur die weiteren Operationen gilt dann:
6. Ki(-4) =tt & K;(4)=ff.
7. Ki(AVB) =tt & K;(4)=tt oder K;(B) =t
8. Ki(AANB)=1tt & K;(A)=ttund K;(B) =t
9. Ki(A— B)=tt & K;(4) =K;(B)
10. K;(true) =tt
11. K;(CA) =tt & K;(4)=tt fireinj > i.

Die Gultigkeit E (,,gultig in K*) ist definiert durch:
FA & Ki(Ad)=tt furalle 7 € N.

Beispiele

1. Seien A = O—wy A Ovp — Oy, B = Owuy und K gegeben mit:
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(0 m M My oma ..
ff ff tt tt ff ...(beliebig)...

tt tt ff tt tt ...(unverdnderttt)...

(Die Werte fur andere v € V sind irrelevant.) Dann gilt:

Ko(Ovy) =ff = Ko(O—wp Aowy) =ff = Ko(A) =tt,
1(O—1) = Ky (o) = tt, Ky (Owy) = ff = Ky (A) =ff,

Ka(O—wp) = Ky(Ony) = tt, Ko (Owy) = ff = Ky(A4) = ff,

K3(Ow) = Ky(Ow) = ... =tt = K3(A) =Ky(A) =

~

I
=

Insbesondere: A ist nicht gultig in K.
Dagegen: B ist gliltig in K.

2. Die Formel
—0A «— 0—A
ist allgemeingdltig.
3. Einige Formeln mit ihrer informellen Bedeutung:

A — OB: »Falls A, dann B im néchsten Zustand“,

A — OB: »Falls A, dann ab jetzt auch B,

A — OB: »Falls A, dann irgendwann einmal (jetzt oder zukunftig) B*,
O(A — B): ,Wannimmer ab jetzt A, dann auch B in dem Zustand®,

OO A: ,»ZU jedem Zustand ab jetzt gibt es einen spateren Zustand,
in dem A zutrifft”, d.h.:
»A trifft ab jetzt unendlich oft zu*,

OOA: »lrgendwann einmal trifft A permanent zu®, d.h.:,
,»A trifft von jetzt ab nur endlich mal nicht zu“.

Einige semantische Eigenschaften

Lemma 2.1.1 Sei K = (19,71, 72, . . .) eine temporale Struktur, : € N. Falls K;(4) = tt
und K;(A — B) =tt,so K;(B) =tt.

Satz 2.1.2 Esgilt: A,A — BEB.
Satz 2.1.3 Esgilt: AF0A und AFDA.
Satz2.1.4 Esgilt: A— B,A— 0AF A — OB.

Lemma 2.1.5 Seien K = (1, m1, 12, ...) und K" = (ng, 1}, 15, . . .) temporale Strukturen,
i € Nund n; = n;,; furallej € N. Dannist K} (A) = K;;(A) furalle j € N.
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Satz 2.1.6 FU{A}FB genaudann, wenn F FOA — B.

Satz 2.1.7 Falls FFA — B,so F U{A}FB.

2.2 Logische Gesetze

Klassische Logik in LTL

Definition. Eine Formel von L1, hei3t tautologisch gultig, wenn sie aus einer Tautologie
von Lpr, durch (konsistente) Ersetzung der Aussagenkonstanten durch Formeln von Ly,
entsteht.

Satz 2.2.1 Jede tautologisch giiltige Formel ist allgemeingdiltig.

Definition. Aq, ..., A,, B (n > 1) seien Formeln von Ly 1. B heilt tautologische Folge-
rung von Ay, ..., A,, wenn die Formel A; — (4, — ... — (4, — B)...) tautologisch
glltig ist.

Satz 2.2.2 Ist B tautologische Folgerung von A4, ..., A,,sogilt: A,,..., A, EB.

Eine Liste allgemeingultiger Formeln

Dualitats-Gesetze

(T1) —0A « 0-A
(T2) —0A < O-A
(T3) _‘<>A — D—|A

Reflexivitats-Gesetze

(T4) OA— A
(T5) A — OA

Gesetze Uber die ,,Starke™ der Operatoren
(T6) OA — oA

(T7) 0A — OA

(T8) OA —<CA

(T9) <COA —OCA

ldempotenz-Gesetze

(T10) OOA « OA
(T1l) ©CA — OA
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Kommutativ-Gesetze

(T12) 0OoA « oOA
(T13) ©O0A < 00A

Distributiv-Gesetze

(T14) o(A — B) < OA — OB
(T15) o(AAB) < OANOB
(T16) ©o(AV B) <> OAV OB
(T17) O(AAB) < OAAOB
(T18) <©(AVB) — CAV OB
Schwache Distributiv-Gesetze

(T19) D(A — B) — (DA — DB)
(T20) DAvOB — O(AV B)
(T21) (CA— <OB) — (A — B)
(T22) <O(AAB) — CAANOB

Fixpunkt-Charakterisierungen von O und <

(T23) OA « AANOOA

(T24) OGA«— AVvoCA
Monotonie-Gesetze

(T25) O(A — B) — (0A — OB)
(T26) O(A — B) — (CA — ©B)
Rahmen-Gesetze

(T27) DA — (0B — O(AAB))
(T28) DA — (OB — O(AAB))
(T29) OA — (OB — <O(AAB))

Temporallogische Generalisierungs- und Partikularisierungs-Gesetze

(T30) O(OA — B) — (0DA — OB)

(T31) O(A — OB) — (CA — OB)

Bemerkung

Gesetze der Form
0OA— B

koénnen (gemaR Satz 2.1.6) auch als Folgerungsbeziehung in der Form
AEB

geschrieben werden. Beispiele:

(T199 A— B FUOA— OB
(T25) A — B FOA — OB
(T27) A FoB — o(A A B)
(T30) 0OA— B FUOA— OB
(T31) A—-CBECA— OB
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2.3 Axiomatisierung

Das formale System >y,

Ein mdgliches formales System >y, flr LTL ist gegeben durch:

AXxiome:

(taut) Alle tautologisch giltigen Formeln,
(Itll) —0A « 0-A4,

(1t12) o(A — B) — (0A — OB),

(ItI3) OA — A AOOA.

Regeln:

(mp) A, A— BFB,

(nex) A FOA,

(ind) A— B, A—0OAFA— OB.

Bemerkung:

Statt dem der Einfachheit halber gewéhlten (taut) konnten bliche Axiome der klassischen
Aussagenlogik (vgl. Abschnitt 1.2) verwendet werden.

Satz 2.3.1 (Korrektheitssatz fur Xy,)
Sei A eine Formel und F eine Menge von Formeln. Falls F+A dann FEA.

Satz 2.3.2 Ist die Formel B tautologische Folgerung der Formeln Aq,..., A,, so ist
Ay, ..., A, FB.

Folgerung aus Satz 2.3.2: In Herleitungen in 311, kann die zusatzliche Regel
(prop) A4,...,A,EB, falls B tautologische Folgerungvon A4, ..., A,
verwendet werden. Beispiel:

A—BB—CFA—-C (Kettenregel).

Beispiele fur Herleitungen

(1t12’) (0A — oB) — o(A — B) (,,Umkehrrichtung* von (1t12))
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1 -(A—-B)—A (taut)

(2) o(-(A— B)— A) (nex),(1)

3 o(-(A—B)— A) — (0-(4 — B) — 0A) (1t12)

(4) o-(A— B)—o0A (mp).(2).(3)

(5) —0(A— B) < 0-(4A— B) (It11)

(6) —o(4— B)—o04 (prop).(4),(5)

() —-(A— B)—-B (taut)

8 —0o(A— B)—o0-B aus (7) ebenso wie
(6) aus (1)

(99 o-B — —OB (prop),(Itl1)

(10) —o(A — B) — —OB (prop),(8),(9)

(1) —0(4 — B) — =(0A — OB) (prop),(6),(10)

(12) (0A — oB) — o(A — B) (prop),(11)

(It13") AAno0A4 — OA (,,Umkehrrichtung* von (1t13))

(1) AAnocOA— A (taut)

(2) 0OA— ANODOA (1t13)

(3) o(OA — AAoOA) (nex),(2)

(4) oOA — o(A ANODOA) (1t12),(mp),(3)

(5) AAOOA — o(ANODOA) (prop),(4)

(6) AANoOA — OA (ind),(1),(5)

Einige abgeleitete Regeln

(indl) A—OCAHF A — OA,

(ind2) A— B,B—0BFA— OB,
(alw) A FOA,

(som) A—o0BFA— OB.

((ind1) und (ind2) sind niitzliche Varianten der Regel (ind).)

Das Deduktionstheorem

Satz 2.3.3 (Deduktionstheorem von LTL)
Seien A, B Formeln, F eine Menge von Formeln. Falls F U {A}FB,so F -0A — B.

Bemerkungen:
1. Das Deduktionstheorem
Falls FU{A}F-B,so F-A— B
der klassischen Aussagenlogik gilt in LTL im Allgemeinen nicht.
2. Spezialfalle des Deduktionstheorems:

e Falls A-B,so FOA — B.



2.3 Axiomatisierung 19

o Falls A;,...,A,FB,s0 +FOA; — (OAy — ... — (04, — B)...)
und FOA; A... ANOA, — B.

Satz 2.3.4 Seien A, B Formeln, F eine Menge von Formeln. Falls #+0A — B, so
FU{A}FB.

Bemerkung:

Es giltauch: Falls # A — B,so FU{A}+B.

Zur Vollstandigkeit von Yy,

1. LTL ist nicht vollstandig axiomatisierbar. Beispiel: Mit
F={A— B,A— 0OB,A— 0OB,A — OCOB, ...}
gilt
FEA— OB, aber(i.Allg.)nicht FKLA— OB (fir beliebiges ¥).
2. Y71, ist schwach vollstandig in folgendem Sinne:
e FEA = FFEA, falls AFormelund F endliche Menge von Formeln.
Insbesondere gilt flr jede Formel A:
e FA = FHA.

(Daraus folgt, dass die Eigenschaft von Formeln, allgemeingiiltig zu sein, semi-
entscheidbar ist. Tatsachlich ist sie sogar entscheidbar.)

3. Aus der schwachen Vollstandigkeit von X1y, folgt, dass alle Gesetze (T1), (T2), ...
als abgeleitete Formeln bzw. Regeln verwendet werden kdnnen.

Weitere Beispiele fur Herleitungen

(T32) OOG(AV B) — OCAVOORB

Herleitung der Richtung ,,<*:

(1) 0CAvOOB — O(CAVOB) (T20)

(2) CAVOB —<O(AVB) (T18),(prop)
(3) O(CAVOB)— OO(AV B) (T19),(2)

(4) O0CAvOOB — OO(AV B) (prop),(1),(2)

Fur die umgekehrte Richtung genligt es gemaR dem Deduktionstheorem zu zeigen, dass
O(AV B) FOOCAV OOB:
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(1) <(AvVB) Annahme

(2) <©O0-4— O(O(AV B)AO-A) (T29),(2)

3 0O-4—(C(AVB)—O(-AN(AV B))) (T29)

4 <O(AVB)AO-A—O(mAN(AVB)) (prop),(3)

5) —-AAN(AVB)—B (taut)

6) <O(C(AvB)ANO-A)— OB (prop),(T26),(T31),(4),(5)
(7)) ©O0-A— OB (prop),(2),(6)

(8) O¢O0O-4 — OOB (T19),(7)

9 0O-4—-00-4 (prop),(T10)

(10) <©0-4 — <o00-4 (T26),(9)

(11) <O0OO0-4 — oO0O-4 (T9)

(12) ©O-A4 — OOB
(13) 00A — OOB

(chain) A—-<CB,B—-C0CHA—OC

1 A—°B Annahme
2) B—<oC Annahme
3) ¢B—oOC (T31),(2)
(4) A—=0C (prop),(1).(3)

Beispiel einer LTL-Theorie

Sei Thamp = (ELTL(Vam;IJ)v-Aamp) mit

Vamp = {aus, istrot, istgelb, istgruen},
A,mp bestehend aus:

(A1) istgruen — O (istgelb V aus)
(A2) istgelb — Oistrot

(A3) istrot — Oistgruen

(Ad) aus — Oistgelb

Modell von Thgp, (z.B.): K mit

To M1 72 M3 M4 N5 T

aus ff ff ff ff tt ff ff
istrot ff ff tt ff ff ff tt
istgelb | ff tt ff ff ff tt ff
istgruen | tt ff ff tt ff ff ff

Intuition: ,,Zustandsfolge*

grin — gelb — rot — griin — aus — gelb —rot — . ..

(prop),(8),(10),(11)
(prop),(T2),(T3),(12)

des Ampelsystems (siehe Einleitung). Formaler Zusammenhang: Siehe Kapitel 5.
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2.4 Schwache Vollstandigkeit

Beweisziel

Schwache Vollstandigkeit von Xy,

FEA = FFA (F endliche Formelmenge, A Formel).

Es geniigt zu zeigen:

(*) FA= FA (A Formel).

Denn: (F = {41,...,4,})

Av o AVEA = EOA — (OAy — ... — (DA, — A)..)  (2.16)
= F0OA; - (04— ... — (04, — A)...) *)
= A,... A FA (2.3.4).

Definition. Ein Positiv-Negativ-Paar (PNP) ist ein Paar P = (F+, F~) zweier endlicher
Mengen 7+ and 7~ von Formeln. Die Menge 7+ U F~ sei mit F» bezeichnet, und die
Formel P sei die Abkiirzung

ﬁE /\A/\ /\—|B.

AcF+ BeF—
(Schreibweise: A A = Aj A ... ANA, falls F={A4,,..., A},

AeF
fir n = 0 identifiziert mit der Formel true).

Ein PNP P heif3t inkonsistent, falls —7P. Andernfalls heiRt 7 konsistent.

Statt (*) wird gezeigt:

~

(**) Ist P ein konsistentes PNP, so gibt es eine temporale Struktur K mit Ko(P) = tt
(Erfallbarkeitssatz).

Aus (**) folgt (*).

Beispiel zur Illustration der Beweisidee

Sei
A = (1)1—>1)2) — Ouwg,
B = o(ny, — v3) — uy,
P = ({A},{B}) (P konsistent, P = A A —B).
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Schritt 1;

Gewinne systematischen Uberblick dartber, welche ,,Teilformeln“ (bzgl. —,
= und O) von A and B in einem Zustand ,true” oder ,,false” werden sollten,
damit in diesem Zustand P, d.h. A und =B, ,,wahr* werden, und fiige sie zu
F+ bzw. F~ unter Wahrung der Konsistenz des PNP hinzu:

Po=P" = ({A, v = v2, Ous, w3, v2,0(v2 — v3)}, {B,v1})

P* heiRt konsistente Vervollstandigung von P.

Beachte: Im Allgemeinen gibt es mehr als eine konsistente Vervollstandigung eines konsi-
stenten PNP.

Schritt 2;

Ubertrage fiir alle Formeln der Gestalt oC oder OC in P* die ,,Information*
aus P* auf ein konsistentes PNP o (P*) ,.flr den néchsten Zustand“, wende
Schritt 1 auf o(P*) an und iteriere diesen Vorgang:

a(P*) = ({Dus, 12 — 13}, 9),

Pi = o(PY) = ({Ows, v — v3,v3}, {0}),
o(@c(P*)*) = ({Dus},0),
o(c(P)) = ({Dus, s}, 9),

PQ =

und so weiter

Grundidee fur die temporale Struktur K

Definiere K = (1o, 71, 12, - . .) durch

ni(v) =tt & veF' furallev e V,i e N

(wobei P; = (F;H, F,)).

Im Beispiel:
[0 m m ms
v |ffff ff ff
w |ttt ffff ff

v | Tttt tt

Damit gilt: Ko(A A =B) = tt.

Verfeinerung der Konstruktion

Problem ist noch: Die Folge Py, P1, P2, ... der PNP kann sein wie folgt:
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Pi = (... v...5{..,00,...})
lo
. 00,
| Vervollstandigung
Pin = ({...,v,.. 1 { ..,00,...})
|

ad infinitum in gleicher Weise (v € ]—";L, Ov € F;)
Dann ist: 7;(v) =ttfirj > ¢, also K;(Ov) = tt (Widerspruch).
Ldsung:

e Betrachte alle moglichen (Konstruktionen von) Folgen Py, P1, Po, ... (entsprechend
allen moglichen jeweiligen Vervollstandigungen).

e Zeige: Es gibt eine Folge, die nicht von obiger Form ist (und die dann fur die Defi-
nition von K verwendet werden kann).

Skizze der wesentlichen Beweisfuhrung

Angenommen, die obige Situation ergibt sich fir alle moglichen Vervollstdndigungen:

=LA L DA LY

~

Es gilt: Es gibt nur endlich viele verschiedene PF, etwa Py, ..., P,. Sei C = PiV.. VP,

Dannist: +HC — oC,
FC — A.
Mit (ind): HC — OA.
Trivial: |—7/?I — C.
Also: H/?: — OA  (Widerspruch, da7/?\1 =...A-O4N..).

~

Insgesamt: Ist P ein konsistentes PNP und K definiert wie skizziert, so gilt K,(P) = tt.



Kapitel 3

Erweiterungen von LTL

3.1 Binéare Operatoren

Temporale Beziehungen mit bindren Operatoren

Die Basissprache von LTL (mit o, O, (©) als ,,Grundausstattung) kann durch weitere
Operatoren erweitert werden, z.B. durch bin&re Operatoren wie:

A until B: ,Es gibt einen nachfolgenden Zustand, in dem B zutrifft,
und A trifft in allen Zustanden bis dahin zu*;

A unless B: ,Falls es einen nachfolgenden Zustand gibt, in dem B zutrifft,
so trifft A in allen Zustdnden bis dahin zu
(andernfalls trifft A in allen nachfolgenden Zustanden zu)*;

A atnext B: A trifft im ersten nachfolgenden Zustand zu, in dem B zutrifft
(falls dieser Zustand existiert)*;

A before B: ,Falls es einen nachfolgenden Zustand gibt, in dem B zutrifft,
so trifft A in einem Zustand davor zu*;

(usw.)

until ist ein starker Operator (B trifft irgendwann einmal zu); die anderen Operatoren sind

schwach.

Formalisierung

Die Semantik von LTL wird wie folgt auf die bindren Operatoren erweitert

(K temporale Struktur, i € N):
e Ki(Auntil B) =tt <

e K;(Aunless B) =tt <

e K;(A4 atnext B) =tt <

e K;(A before B) =tt &

K;(B) =tt fureinj > 7 und
Ki(A) =tt furalle k, i < k <j.
K;(B) =t fureinj > 7 und
Ke(A) =tt flrallek,i <k <j
oder

Kp(A) = tt flr alle k > 1.

K;(B) = ff furalle j > 4 oder
Ki(A) = tt flr das Kleinste £ > i mit K;(B) = tt.

fir jedes j > i mit K;(B) = tt
gibtesk, i < k < 7, mit K;(4) = tt.

24
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Beziehungen zwischen den Operatoren
(Notation: Die bindren Operatoren binden stérker als die klassischen Operatoren.)

Starke und schwache Operatoren

(T33) A until B« 0OB A A unless B
(T34) A unless B «— A until BV oOA

Gegenseitige Ausdriickbarkeit (der schwachen Operatoren)

(T35) A unless B « B atnext (A — B)
(T36) A before B < —B atnext (A V B)
(T37) A atnext B < =B unless (A A B)
(T38) A atnext B < B before (-A A B)

Weitere allgemeingultige Formeln

Ausdriickbarkeit von o und O

(T39) 0©0A < A atnext true
(T40) DA « A Afalse atnext —A

Fixpunkt-Charakterisierungen

(T41) A until B — oB VvV O(A A A until B)

(T42) A unless B < 0B V O(A A A unless B)

(T43) A atnext B < o(B — A) Ao(—~B — A atnext B)
(T44) A before B <~ 0—B AN O(A Vv A before B)

Gesetze fir atnext

(T45) OA — A atnext B

(T46) O(A atnext B) <« OA atnext 0B

(T47) (A A B) atnext C' < A atnext C A B atnext C'
(T48) (A Vv B) atnext C' < A atnext C Vv B atnext C
(T49) A atnext (BV C) — A atnext B V A atnext C
(T50) O(A — B) — (A atnext C — B atnext C)
(T51) OA — (B atnext C — (A A B) atnext (A A C))

Die Spracherweiterung LV

Die Sprache £y, wird durch Hinzunahme binérer Operatoren zur Sprache £, erwei-
tert. GemaR (T33)—(T38) genuigt es, die Sprachdefinition auf einen der binéren Operatoren
abzustitzen.

Sei op € {until, unless, atnext, before, . . .}. Die Sprache £P, und ihre Semantik ergibt
sich aus Ly11, durch

e Erweiterung des Alphabets von L1, um op;
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e Erweiterung der induktiven Formeldefinition um die Regel
5. Sind A und B Formeln, so ist auch (A op B) eine Formel;

e Erweiterung der Semantikdefinition um K;(A op B) = ... (wie oben).

Beachte: Die Operatoren © und O kdnnten (zundchst) weggelassen und gemaR (T39) und
(T40) als Abkirzungen eingefthrt werden.

Axiomatisierung

Ein formales System X}, fiir die Logik LTL+b (Lineare Temporale Logik mit binaren
Operatoren) erhélt man durch Erweiterung von X1, um Axiome fir den in der Sprachde-
finition verwendeten bindren Operator op.

Die Erweiterung geschieht in jedem Fall durch zwei Axiome:
e stark/schwach-Charakterisierung,

e Fixpoint-Charakterisierung (T41)/.../(T44).

Im Einzelnen sind die Axiome gegeben wie folgt.

atnext als Basisoperator:

(atnl) oO-B — A atnext B,

(atn2) A atnext B < o(B — A) Ao(—~B — A atnext B).
until als Basisoperator:

(untl) A until B — o$B,
(unt2) A until B <~ 0BV O(A A A until B).

unless als Basisoperator:

(unll) o©OA — A unless B,
(unl2) A unless B < 0BV O(A A A unless B).

before als Basisoperator:

(befl) oO-B — A before B,
(bef2) A before B < 0—B NO(A V A before B).

In jedem Fall gilt: ©b.,; ist korrekt und schwach vollstandig.

Induktionsregeln fur die schwachen binaren Operatoren

(indatnext) A — o(C — B)ANO(~C — A) - A — B atnext C
(indunless) A — oCVO(AAB)F A— Bunless C
(indbefore) A — o-~C ANO(AV B) - A — B before C
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Beispiele fur Herleitungen

(*) —(Aunless B) <+ 0=-B ANOo(—A V —(A unless B))

(1) Awunless B < 0BV O(A A A unless B) (unl2)

(2) —(Aunless B) < —-0B A ~O(A A A unless B) (prop),(1)

(3) —(Aunless B) < 0=B AN 0—(A A A unless B) (prop),(1t11),(2)
(4) —(Aunless B) <+ 0B ANOo(—A V —(A unless B)) (prop),(T25),(3)

(indunless) A — oCVO(AAB)+FA— Bunless C

(1) A—oCVOo(AAB) Annahme

(2) —(Bunless C) — —=0C A Oo(=B V —(B unless C)) (prop),(*),(1tl1)

(3) AA—(Bunless C) — OB (prop),(T15),(2),(2)
(4) AAN-(Bunless C) — o(AA—(B unless C)) (prop),(T15),(2),(2)
(5) AA~—(Bunless C') — OOB (ind),(3),(4)

(6) oOB — B unless C (unl1)

(7) AA—(Bunless C)— B unless C (prop),(T12),(5),(6)
(8 A — Bunless C (prop),(7)

3.2 Past-Operatoren

Aussagen Uber die Vergangenheit
Erweiterung der Sprache von LTL durch (unére) past-Operatoren:

eA:. A traf im vorherigen Zustand zu“
(schwacher previous-Operator);

BHA: A traf in allen vorangegangenen Zustanden zu*
(has-always-been-Operator).

Die Spracherweiterung L1,

Die Sprache Lyr, wird zur Sprache L7, erweitert durch
e Erweiterung des Alphabets von Ly, um e und E;
e Erweiterung der induktiven Formeldefinition um die Regel
5. Ist A eine Formel, so sind auch €4 und EA Formeln;
e Erweiterung der Semantikdefinition um (K temporale Struktur, ; € N):

- Ki(ed) =tt & fallsi > 0,s0K;_1(4) =tt.
- Ki(BA) =tt & K;(A4) =tt furallej <.
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Weitere Operatoren als Abkurzungen:

0A = —o-4 (starker previous-Operator)
SA = —-B-4 (once-Operator)

Fur diese Operatoren gilt:

Ki(ed) =tt & i>0undK;_1(A) =tt,
Ki(©A4) =tt & K;(A) =tt fureinj <.

Einige allgemeingultige Formeln

(P1) eA — —ofalse

(P2) e-A — 24

(P3) A — e0A4A

(P4) A — o0eA

(P5) ©(A— B)«< oA — oB
(P6) ©(AANB)«— cANGSB
(P7) e(AANB)«— eANeB

Axiomatisierung

Ein formales System X7, fur die Logik LTL+p (Lineare Temporale Logik mit past-

Operatoren) erhélt man durch Erweiterung von X1, um folgende Axiome und Regeln:

(pltl1) -4 — —8A,

(pltl2) o(A — B) — (eA — eB),
(plti3) HA — AN ©HA,

(pltl4) Sofalse,

(pltl5) A — ©0A,

(plti6) A — 08A.

(prev) A - oA,
(indpast) A — B, A —ecA+A— BB.

Y7 p ist korrekt und schwach vollstandig.

Beispiel fur eine Herleitung

(P1) ©A — —ofalse (miteA = —-o-A4)

(1) false — —A (taut)
(2) offalse — —A) (prev),(1)
(3) efalse — -4 (plt12),(prop),(2)

(4) eA — —efalse (prop),(3)
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3.3 Auszeichnung des Anfangszustands

Aussagen Uber den Anfangszustand

Betrachte die Aussage
e A trifft im Anfangszustand zu“ *)
(bezogen auf eine gegebene temporale Struktur).

In L‘,(LbT)L: nicht ausdriickbar.
In £ : ausdrickbar durch efalse — A.

»Geringflgigere* Erweiterung von LTL, um (*) ausdriicken zu kénnen:
e Ausgezeichnete Formel init, die genau im Anfangszustand zutrifft.
(*) wird dann ausgedrickt durch

init — A.

Die Spracherweiterung £ .,

Die Sprache Lyyr, wird zur Sprache £i, erweitert durch
e Erweiterung des Alphabets von £, um init;
e Erweiterung der induktiven Formeldefinition um die Regel
5. init ist eine Formel,
e Erweiterung der Semantikdefinition um (K temporale Struktur, i € N):

— Ki(init) =tt < i=0.

Axiomatisierung

Ein formales System Xi.; fiir die Logik LTL+i (LTL mit Initialisierungs-Formel) erhalt
man durch Erweiterung von X1, um ein Axiom und eine Regel:

(Itlin)  o—init.
(init) init - OA F A.

Y ist korrekt und schwach vollstandig.

Abgeleitete (Induktions-) Regel:
(indinit) init— A, A —0OAF A

Herleitung von (indinit):
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(1) mnit— A Annahme
2) A—o0A Annahme
(3) init— OA (ind2),(1),(2)
4 A (init),(3)

Semantik mit initialer Gultigkeit

Die Mdglichkeit, Aussagen auf den Anfangszustand einer temporalen Struktur zu bezie-
hen, kann statt mit den (syntaktischen) Spracherweiterungen ,,p* bzw. ,,i* auch durch eine
andere Definition der Gultigkeit in der Semantik von LTL erreicht werden (Semantik mit
initialer Gultigkeit; die bisherige Semantik hei3t zur Unterscheidung auch normale Se-
mantik).

Die (initiale) Gltigkeit i=f< (,.initial gultig in K*) ist definiert durch:

FA & Ko(4) =tt.

Sprechweisen: ,initiale Folgerung* statt ,Folgerung® (F F A),
Linitial allgemeingiiltig® statt ,,allgemeingiiltig* (¥ A).

Bezeichnung: LTL, bezeichnet LTL mit der Semantik mit initialer Gultigkeit.

In LTL, wird ,,A trifft im Anfangszustand zu* ausgedriickt durch die Formel

A.

Normale Semantik und Semantik mit initialer Gultigkeit

0
A = EA

0
I:KA = I:KDA.
EA o BA.
FEA = FEA

FEA & OFFA.
(Dabei: OF = {0OB | B € F}.)

3.4 Kombination von Erweiterungen

LTL mit mehreren Erweiterungen

e Die Spracherweiterungen in den vorangegangenen Abschnitten (und andere magli-
che, hier nicht behandelte) kénnen auch miteinander kombiniert werden.
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e Axiomatisierung von LTL mit mehreren Erweiterungen: Vereinigung der Axiomen-
und Regelmengen der einzelnen formalen Systeme.

¢ In einer solchen Erweiterung sind alle allgemeingultigen Formeln von LTL und den
einzelnen Erweiterungen allgemeingdltig.

Beispiel:

Erweiterungen ,,b*“ und ,,i“:  Logik LTL+b+i; Sprache £, ; formales System (z.B. mit
atnext):

(taut)  Alle tautologisch gultigen Formeln,

(Itl)) —-0A « 0—A4,

(tl2) o(A — B) — (0A — OB),

(It1I3) OA — A AOOA,

(atnl) oO-B — A atnext B,

(atn2) A atnext B < o(B — A) Ao(—~B — A atnext B),
(Itlin)  o—init.

Regeln:

(mp) A, A— BFB,

(nex) A FOA,

(ind) A— B,A—0OAFA— OB,
(init) init — OA F A.

Binare past-Operatoren

Bei der Erweiterung LTL+b+p ist es sinnvoll, auch noch weitere bindre Operatoren (,,in
die Vergangenheit®) hinzuzufiigen, z.B. (analog zu A until B, A unless B, A atnext B,
A before B):

A since B: ,»ES gibt einen vorangegangenen Zustand, in dem B zutraf,
und A traf in allen Zustédnden seitdem zu“;

A backto B: ,Falls es einen vorangegangenen Zustand gibt, in dem B zutraf,
so traf A in allen Zustédnden seitdem zu
(andernfalls traf A in allen vorangegangenen Zustanden zu)*;

A atlast B:  ,,A traf im letzten vorangegangenen Zustand zu, in dem B zutraf
(falls dieser Zustand existiert)*;
A after B: »Falls es einen vorangegangenen Zustand gibt, in dem B zutraf,

so traf A in einem Zustand danach zu*.

Formalisierung: Analog wie in Abschnitt 3.1.



Kapitel 4
Lineare temporale Pradikatenlogik

4.1 Klassische Pradikatenlogik

Signaturen

Eine Signatur SIG = (S, F, P) ist gegeben durch
e eine Menge S von Sorten,

o F = U,cs5es F, wobei F©*) fiir jedes o € S* und s € S eine Menge von
Funktionszeichen (im Fall von o = ¢ auch Individuenkonstanten genannt) ist,

e P = J,.s- P, wobei P fiir jedes o € S* eine Menge von Préadikatszeichen
(im Fall von o = ¢ auch Aussagenkonstanten genannt) ist.

Schreibweisen: @8 fir fe RO
p@  fur pe PO,

Sprache

Sei SIG = (S, F, P) eine Signatur. Eine Sprache Lror,(SIG) (kurz: Lror,, Sprache erster
Stufe, Sprache der (klassischen) Pradikatenlogik (erster Stufe) (FOL)) ist definiert wie
folgt:

Alphabet:

e Alle Zeichen von F und P,

o fiir jedes s € S eine abz&hlbar unendliche Menge X, von (Individuen-) Variablen
(X = UsES X),

e das Gleichheitszeichen =,

e die Zeichen false | — | 3|, | (]).

Induktive Definition der Terme und ihrer Sorten:
1. Jede Variable z € X ist ein Term der Sorte s.
2. Ist f € F(s1-579) ein Funktionszeichen und sind ¢; Terme der Sorten s; (1 < i < n),
soist f(t,...,t,)ein Term der Sorte s.
Eine atomare Formel ist eine Zeichenreihe einer der beiden Gestalten

o p(ty,...,t,), wobei p € PG1-#) ein Pradikatszeichen und ¢; Terme der Sorten s;
(1 <4 < n)sind,

e 1, = 1, wobei ; und ¢, Terme gleicher Sorte sind.

32
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Induktive Definition der Formeln:
1. Jede atomare Formel ist eine Formel.
2. false ist eine Formel, und sind A und B Formeln, so ist (A — B) eine Formel.
3. Ist A eine Formel und z € X, so ist 3z A eine Formel.

Abkiirzungen (zusétzlich zu den Abkiirzungen in Lpr):

VA fur —dz—-A,
t 7& t, fir —t = t.

Schreibweisen:  f fir Term f(), falls f Individuenkonstante,
p fur atomare Formel p(), falls p Aussagenkonstante,
Infixschreibweisen (u.a.) fir Terme und atomare Formeln ,,wie tblich®.

Das Auftreten einer Variablen z in einer Formel A heif3t
e gebunden, wenn es in einem Teil 3zB von A vorkommt;
e andernfalls heil’t es frei.

Eine Formel heif3t geschlossen, wenn in ihr keine Variablen frei vorkommen.

Bezeichnung:

A, (t) bezeichnet die Formel, die sich aus A durch Ersetzen jedes freien Vorkommens der
Variablen z durch den Term ¢ ergibt.

(Dabei: z, t von gleicher Sorte, ¢ ohne Variablen, die in A gebunden vorkommen.)

Semantik
Interpretationen flr Lrop, sind gegeben durch (pradikatenlogische) Strukturen.

Eine Struktur S fir eine Signatur SIG = (S, F, P) ist gegeben durch
e nicht-leere Tragermengen [S|, furalle s € S (|S| = <5 |S|s),
e Abbildungen f5 : [S|,, x ... x |S|,, — |S], fiir alle Funktionszeichen f € F(s1-:5n:5),
e Abbildungen p® : |S|,, x...x|S|,, — {ff,tt} fur alle Pradikatszeichen p € P (1),

(Beachte: f> ¢ |S|, fur Individuenkonstanten f € F ),
p> € {ff, tt} fir Aussagenkonstanten p € P©)))

Eine Variablenbelegung ¢ (beziiglich S) ist eine Zuordnung von je einem Element
&(z) € |S|s zu jeder Variablen z € X (fir alle s € S).

Fir eine Signatur SIG = (S, F, P), eine Struktur S fir SIG und eine Variablenbelegung &
beziiglich S werden S©)(¢) € |S| fur jeden Term ¢ von Lror,(SIG) und S©(A) € {ff, tt}
fur jede Formel A von Lror,(SIG) definiert wie folgt.



4.1 Klassische Pradikatenlogik 34

Terme (induktive Definition):
1. S®(z) = ¢(x) furz € X,
2. SO(f(ty, ..., 1) = F3(SO(t),...,S9(t,)).
Atomare Formeln:
1. SO (p(ty, ... 1)) = p5(SO(t),...,SO(t,)).
2. SO =) =tt < SO(4) und S (1) sind gleiche Elemente in |S|,
(wobei s die Sorte von ¢ und ¢, ist).
Formeln (induktive Definition):
1. S©(A) fir atomare Formeln ist bereits definiert.
S®)(false) = ff.
S&(A— B)=tt & S©(A)=ff oder S©(B) = tt.

S©(3zA) =tt <« es gibt Variablenbelegung &' mit & ~, ¢ und S (A) = tt.
(Dabei: ¢ ~, & < &(y) = ¢ (y) furalle von z verschiedenen Variablen y.)

M w

Fur VzA erhdlt man dann noch:
5. SO(vzA) =tt < SE)(A) =ttfiralle & mité ~, &
Bemerkungen:
e S©(A) hangt fur geschlossene Formeln A nicht von der Variablenbelegung ¢ ab.

e Lror(SIG) ist durch SIG (i.w.) eindeutig bestimmt. (Die frei gelassene Wahl der
Variablenmenge X kdnnte noch ,,normiert” werden.)

Die Gultigkeit & (,,gultig in S*) ist definiert durch:

kA & S©(A)=tt fir jede Variablenbelegung ¢.

Beispiele:

Allgemeingultige Formeln: -(AV B) < (mAAN-B),
VA — Ag(t).

Folgerungen: A—B,B—CFA— C,
A FVzA,
tl :t27t2:t3 ':tl :t3.

Axiomatisierung

Ein mdgliches (korrektes und vollstandiges) formales System Y, ist gegeben durch
(z,y € X):
Axiome:

e Alle Axiome von Xpy,,
o A (t) — JzA,
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e I =1,

o z=y—(A— Al(y))
Regeln:

e A/A— BFB,
e A— B FdzA — B, falls z in B nicht frei vorkommt (Partikularisierung).

Bemerkung:
Das Deduktionstheorem von Xpy, gilt flr Xgop, nur in eingeschréankter Form, z.B.:

FU{A}FB = FFA— B, fallsA geschlossen.

Beispiele fur FOL-Theorien

1. FOL-Theorien fur das ,,Behélter-System* (siehe Einleitung):

(a) Die PL-Theorie Thge, aus Abschnitt 1.3 kann auch als FOL-Theorie aufgefasst
werden.

(b) Allgemeinere Formalisierung (einheitlich fiir beliebig viele Behélter):
Thye, = (LroL(SIGhen), Apep) Mit

o SIGy, = ({GEGENST, BEH, FARBE},F,P) und
F— {rot(e,FARBE)’ blaw = FARBE) geip (e, FARBE)
fm,.be(GEGENST,FARBE)}

P = {iStK(GEGENST) iStW(GEGENST) Cnth(BEH’GEGENST)}

o A, bestehend aus:
— enth(z,y) A farbe(y) = blau — —(enth(z, z) A farbe(z) = rot),
— Vz3y(enth(z,y) N istW(y)),
— Jdz—(enth(z,y) A istW (y) A (farbe(y) = gelb V farbe(y) = blau)).

2. Eine Theorie der natirlichen Zahlen (Peano-Arithmetik):

Nat = (EFOL(SIGNM),N> mit

o SIGny = ({NAT},F, () und

F:{O(e,NAT) SUCCNAT.NAT) | (NAT NAT ,NAT) ,(

Y

NAT NAT,NAT)}

e AN bestehend aus:

- SUCC(z) #0,
- SUCC(z) =SUCC(y) — = =y,
- z4+0=u2,

z + SUCC(y) = SUCC(z + y),
zx0=0,
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- zxSUCC(y) = (z *xy) +z,
- (Az(0) AVZ(A — A, (SUCC(z)))) — VzA.

Standardmodell N von Nat: |N| = |N|yar = N,

ON = ,null,
SuccN =, plus eins“,
+N =, plus®,

«N = mal“.

3. Eine Theorie der ,,Stacks*:

Stack = (£F0L<S[Gst)78) mit

e SIG, = ({OBJ,STACK},F, () und

F = {EMPTY (STACK) pySH (STACK OBJ,STACK)
POP(STAC‘K,STACK) TOP(STACK,OBJ)}

e S bestehend aus:
- PUSH (z,y) # EMPTY,
- POP(PUSH (z,y)) = «,
- TOP(PUSH(z,y)) =y.
Modelle S von Stack: |S|oss = Menge von Objekten,
IS|sTack = Keller von Objekten aus |S| oy,

EMPTYS =, leerer Keller*,

PUSH?® = ,push-Operation auf Keller*,
POPS =, pop-Operation auf Keller*,
TOP> = ,oberstes Kellerelement*.

(Informatiksprechweise: Stack ist eine (algebraische) Spezifikation des Datentyps
»otack®, d.h. von Modellen der angegebenen Art.)

4.2 Sprache und Semantik der linearen temporalen Pradikatenlogik

Temporale Signaturen

Eine temporale Signatur 7'SIG = (SIG, X, V) ist gegeben durch
e eine Signatur SIG = (S, F, P),

o X = J,.5 X, wobei X, fur jedes s € S eine Menge von flexiblen Individuenkon-
stanten ist,

e eine Menge V von flexiblen Aussagenkonstanten.
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Fiur TSIG = (SIG,X, V) sei SIGT die Signatur, die aus SIG = (S, F, P) entsteht, wenn
man F©*) durch F&#) U X, (fiir jedes s € S) und P© durch P() UV ersetzt.

Die Elemente von X und V heif3en flexible, die von F und P rigide Zeichen.
Sprache

Sei TSIG = (SIG,X,V) eine temporale Signatur und Lror(SIG™) eine Sprache er-
ster Stufe (SIG™ definiert wie oben) mit der Variablenmenge X' = | J,.g X. Eine (Basis-)
Sprache Lrorrr(TSIG) (kurz: Lrorry) der (linearen) temporalen Préadikatenlogik
(erster Stufe) (FOLTL) ist definiert wie folgt:

Alphabet:
e Alle Zeichen von Lo (SIG™),
e die Zeichen o und O.

Terme (mit ihren Sorten) und atomare Formeln von Lroprr(7SIG) sind die Terme und
atomaren Formeln von Lror(SIGT).

Insbesondere: Jedes a € X ist ein Term, und jedes v € V ist eine atomare Formel.

Induktive Definition der Formeln:
1. Jede atomare Formel ist eine Formel.

2. false ist eine Formel, und sind A und B Formeln, so sind (A — B), 0A und OA
Formeln.

3. Ist A eine Formel und z € X, so ist 3zA eine Formel.

Freie und gebundene Variablen, geschlossene Formeln, Abkilrzungen, Schreibweisen: wie
in Ly, und Lror,. (Aullerdem: zusatzliche Klammern zur besseren Lesbarkeit, z.B.
O(a < b)stattoa < b.)

Formeln von Lo, (SIG™) sind auch (nicht-temporale) Formeln von Lyorry( TSIG). Ter-
me und Formeln ohne flexible Zeichen heilRen rigide. Die rigiden nicht-temporalen For-
meln von Lroprr (7SIG) sind auch Formeln von Lgor (SIG).

Semantik

Interpretationen fur Lrorrr, sind (wie bei £yr1,) gegeben durch temporale Strukturen mit
folgender neuer Definition.

Eine temporale Struktur K = (S, W) fur eine temporale Signatur 7'SIG = (SIG,X, V) ist
gegeben durch

e eine Struktur S fur SIG,
e eine unendliche Folge W = (19, 71, 12, - . .) von Abbildungen

ni: XUV — |S|U {ff, tt}
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mit
ni(a) €S|, fira € X,, s €S,
ni(v) € {ff,tt} firv eV

fur alle ¢ € N. (Die »; heilen wieder Zustande, n, heiRt Anfangszustand.)

Fur eine temporale Signatur T'SIG = (SIG,X, V), eine temporale Struktur K = (S, W)
fur TSIG, eine Variablenbelegung ¢ bezuglich S und jedes n; in W werden S&7)(t) € |S|
fur jeden Term ¢ von Lropr(TSIG) und S©7)(A) € {ff, tt} fir jede atomare Formel A
von Lrorrr( TSIG) definiert analog wie in FOL, z.B.:
() =¢&(z) furze X.

o SEM)(g) =ni(a) firacX.

o SEm)( ni(v) furv e V.
USW.

o S&m)

v)=mn;

Induktive Definition von KEO(F) e {ff,tt} fur jede Formel F' von Lrorr(TSIG) und
jedes i € N:

1. K®(4) = sEm) (A) fiir atomare Formeln A.

)

2. K\ (false) =

3. K9 —>B) —tt = K¥4)=* oder KOB) =tt.

4. K (04) = K (4).

5. KP(04) = tt & K (4) =tt furallej > i.

6. Kf (3zA) =tt < esgibt Variablenbelegung ¢’ mit £ ~, £ und K ( ) =tt.

Bemerkungen:

1. Die Abbildung S kann (wie in FOL) auch fiir sich allein auf alle nicht-temporalen
Formeln von Lrorrr, erweitert werden. GemaR der Definition von Kgg) gilt dann fiir
jede derartige Formel:

KE(4) = SEn)(A).

2. Fur die weiteren (als Abkurzungen eingefiihrten) Formeln A ergibt sich Kgg)(A) wie
bisher.

Die Gultigkeit E (,,gultig in K*) ist definiert durch:

A & K{(4)=tt furalle i € Nund alle Variablenbelegungen ¢.

Beispiel

Seien TSIG = (SIGyat,{a,b},{v}) temporale Signatur (mit einer geeigneten Signatur
SIG g Tur natiirliche Zahlen) und z, y Variablen (der Sorte NAT'). Dann ist
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A=dz(a=z+y)Aov—00bLT)

eine Formel von Lrorrn(TSIG). K = (N, W) sei eine temporale Struktur fur TSIG mit
dem Standardmodell N der nattirlichen Zahlen und W mit:

‘770 m M2 N3 N4 ...
a2 8 5 7 3 ...(beliebig)...

b4 7 9 5 5 ...(unverdndertb)...
v |ttt ff tt tt ... (beliebig)...

¢ sei eine Variablenbelegung mit £(y) = 3. Dann ist
K (3z(a =z +y)) =tt < esgibt & mit & ~, & und n;(a) = &'(z) + 3,

also K9 (3z(a =z +y)) =ff und K& Bz(a =z + y)) = tt (it &'(z) = 2). Somit:
)

KE(A) =tt,

K (0v) = mpa(v) = ff = KY(4) =tt,

K& (ov) = ns(v) = tt, KO (b < 7) =, KO (O(b < 7)) = ff = K (4) = ff,
KO@b <) =tt = K&U) =tt fori > 3.

Insbesondere: A ist nicht gultig in K.

Weitere temporallogische Gesetze

(T52) dz0A < odzA
(T53) Vz0A « oVzA
(T54) JzCA — OdzA
(T55) VzOA « OVzA

Einsetzbarkeit von Termen

Definition. Sei A eine Formel von Lyor 1. Ein Term ¢ heildt einsetzbar fur z in A, wenn
A, (t) gegenuber A keine neuen Vorkommen flexibler Zeichen im ,,Wirkungsbereich® eines
temporalen Operators hat.

Beispiel:

Der Term b € X ist einsetzbar flr z in
r=aAO(y # a),

nicht jedoch in

T=aANO(z # a).

Lemma 4.2.1 Ist ¢ einsetzbar fur z in A, so ist die Formel A,(¢) — 3zA allgemeingliltig.
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4.3 Axiomatisierung

Das formale System ror 1,

Ein mogliches (korrektes) formales System Y roprp, fur FOLTL ist gegeben durch:
Axiome: Alle Axiome von X>;1, sowie zusatzlich

(1t14) A,(t) — JzA, fallstfurzin A einsetzbar ist,

(It15) odzA — dzOA,

(Itle) A — oA, falls A rigide ist,

(eql) =z ==,

(eq2) z=y — (A— A,(y)), falls A nicht-temporal ist.

Regeln: Alle Regeln von X 11, sowie zuséatzlich

(par) A — B +dzA — B, falls z in B nicht frei vorkommt.

Bemerkungen:

1. Abgeleitete Regeln von Yo, k6nnen auch in Herleitungen in Xgoprr, verwendet
werden (Kennzeichnung: (pred)), z.B.:

A— BFA—VzB, fallszin A nicht frei vorkommt,
A FVzA,
h=1t,to=13 Ft = 3.

2. Esgilt:
FU{A}FB & FH0OA — B, falls A geschlossen.

3. FOLTL kann nicht einmal schwach vollstandig axiomatisiert werden.

Beispiel fur eine Herleitung

(T54) VzOA < OVzA

(1) —0A— Jz-0A4 (Itl4)
(2) DA — o004 (prop),(1tl3)

(3) VzOA — oOA (prop),(1),(2)

(4) VzOA — VzoDA (pred),(3)

(5) Oodr—04 — drxro-0OA (|t|5)

(6) 03z—0A — Jz—00A (pred),(It11),(5)
(7) VzoOA — oVzOA (prop),(1tl1),(6)
(8) VzOA — ovVzOA (prop),(4),(7)

(9) VzOA — A (prop),(1t13),(1)
(10) VzOA — VzA (pred),(9)

(11) VzOA — OVzA (ind),(8),(10)
(12) -4 — 3z-A (It14)

(13) OvVzA — OA (prop),(T19),(12)
(14) OVzA — VzOA (pred),(13)

(15) VzOA « OVzA (prop),(11),(14)
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4.4 Erweiterungen

Aussagenlogische Erweiterungen

Aussagenlogische Erweiterungen wie in LTL (,,b“, ,,p, ,,i*) sind in FOLTL ebenso moglich
und analog zu handhaben, z.B.:

Die Sprache £, fur die Logik FOLTL+b enthalt Formeln wie

Jz(A atnext B),
A unless (VzB)
USW.

(Axiomatisierung: mit den betreffenden Axiomen aus Abschnitt 3.1, z.B. (atn1) und (atn2).)

Weitere Gesetze:

(T56) dz(A atnext B) «» (dzA) atnext B, falls z in B nicht frei vorkommt
(T57) Vz(A atnext B) «» (VzA) atnext B, falls z in B nicht frei vorkommt
USW.

Gestrichene Individuenkonstanten

Idee: Fur a € X wird die Aussage

»Der Wert von ¢ im n&chsten Zustand ist um 1 erhoht*
formal ausgedruckt durch

Jz(o(a=z)Nz=a+1).
»,Bequemer* ware:

a =a+1

mit der informellen Bedeutung der gestrichenen Individuenkonstanten a’: ,,a im n&chsten
Zustand* (analog zu ow fur v € V).

Formal: Die Sprache Lyorrr, wird erweitert zu Lrorrr, (fir die Logik FOLTL') durch
e Erweiterung des Alphabets von Lroprr, um das Zeichen ’;
e Erweiterung der induktiven Termdefinition um die Regel
3. FUr jedes a € X ist o’ ein Term;

e Erweiterung der Semantikdefinition um S©7)(a’) = n;,1(a).

Satz 4.4.1 Zu jeder Formel A von Lrorrr gibt es eine Formel A* von Lror 1, Ohne ge-
strichene Individuenkonstanten mit £ A < A*.
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Folgerungen:

1. FOLTL' ist keine ,,echte” Erweiterung von FOLTL, lediglich ,,bequemer®. (A aus
Lrorrry kann als Abkurzung flr A* verstanden werden.)

2. Die Formel A < A* kann zu Xrorry, flr eine Axiomatisierung von FOLTL' hinzu-
genommen werden.
Verwendung im Folgenden:
e FOLTL' wird statt FOLTL verwendet, wo immer dies ,,bequem* ist.

e Gemeinsame Bezeichnung: FOLTL (ohne Unterscheidung):

e Zur Vereinheitlichung wird fur v € V auch v’ statt ov geschrieben.

Die Logik FOLTL+w

Definition. Eine bindre Relation < auf einer Menge ID heif3t fundiert, falls es keine unend-
liche Folge dy, dy, ds, . .. von Elementen von D gibt mit d;; < d; firalle € N.

Beispiel: Die ,kleiner“-Relation auf N ist fundiert (nicht jedoch auf Z oder R).
Eine Sprache LYo, (TSIG), TSIG = (SIG,X, V), fir die Logik FOLTL+w ist eine

Sprache ACFOLTL(TSIG> mit:
e SIG enthlt eine ausgezeichnete Sorte WF sowie ein Pradikatszeichen < (WF WF).

e In jeder temporalen Struktur K = (S, W) fur TSIG ist < eine fundierte Relation
auf |S| WE -

Ein formales System >y, flr FOLTL+w ergibt sich durch Erweiterung von Xgorrr, Um
das Axiom (y, y € Xwp)

(gip) Vy(vVy(y <y — Ay(y)) — 4) — A.
Eine nltzliche abgeleitete Regel ist:
(wfr) A—<O(BVIY(y<yAA(y) FIyA — OB, falls y nicht in B vorkommt.

Beispiel einer Theorie

Sei Thpot2 = ( iE‘OLTL(TS]G)7APOt2) mit TSIG = (SIGNAT, X, (Z)) mit
X = Xpyar = {a},
A2 bestehend aus:

e Axiomen ,fir N“,
o iNit—a=1,
e O(a' =2xa).

(LLoprr ist Sprache der Logik FOLTL+i (genauer: FOLTL'+i); Erweiterungen kdnnen wie
bei LTL kombiniert werden.)
Modell von Thy,: K= (N, W = (19, 71,72, . . .)) mit ,,passendem N* und

n;i(a) =27 furallej € N.



Kapitel 5
Spezifikation und Verifikation von Zustandssystemen

5.1 Transitionssysteme

Formalisierung von Zustandssystemen

Der informelle Begriff der Zustandssysteme (siehe Einleitung) wird formalisiert durch den
Begriff der Transitionssysteme.

Definition. Sei SIG = (S, F, P) eine Signatur und S eine Struktur fur SIG. Ein Transiti-
onssystem (Zustandsubergangssystem) 1. Stufe (kurz: STS) " = (X, V, Z, T) uber SIG
und S ist gegeben durch:

o X = (J,cq X, mit (endlichen oder abzdhlbar unendlichen) Mengen X, fir jedes
se€Ss,

e eine (endliche oder abz&hlbar unendliche) Menge V,

e eine Menge Z von (System-) Zustanden n : X U V — [S| U {ff, tt} mitn(a) € |S|;
fira € X5, s € Sundn(v) € {ff,tt} firv e V,

e eine totale bindre Relation 7' C Z x Z (Transitionsrelation).

Elemente von X U V heillen Systemvariablen (Zustandsvariablen). Ein Ablauf von I" ist
eine unendliche Folge W = (1o, m1, 12, . . .) von Systemzustanden mit (n;, n;+1) € T fur
alle; € N,

Bemerkungen:

e Eine bindre Relation R Uber einer Menge D heift (links-) total, wenn es zu jedem
d,eDeind, €D glbt mit (dl, dg) € R.

e Ein STS mit X = () heit propositional. (In diesem Fall sind SIG und S irrelevant
und kénnen in der Definition weggelassen werden.)

Schreibweisen: T'(SIG,S) firein STS T Uber SIG und S,

SIGF) SF) FFa PFa SFa XF) VF) ZF) TFa WF
fur die einzelnen ,,Bestandteile” eines gegebenen I'(SIG, S),

770 _ ’)71 —_— 772 —_— ... fur Ab|an (7707 T]177727 . )
Beispiele

1. Zahler, der ein- und ausgeschaltet werden kann: T ., (SIGya,N) = (X, V,Z, T)
mit:

43
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X = Xyar = {c},
V = {ein},
Z={n: XUV —=NU{fftt} | n(c) € N,n(ein) € {ff, tt}},
(Notation fir n € Z: [n(ein),n(c)].)
T = {([tt, n], [tt, n + 1]), ([tt, n], [ff, n]), ([ff, n], [ff, n]), ([ff, n], [tt,0]) |n € N}.

(Ein moglicher) Ablauf von Iy
[ff, 7] — [tt, 0] — [tt, 1] — [tt, 2] — [tt, 3] — [ff,3] — [, 3] — ...
2. Ampel (vgl. Einleitung): T4y = (0, V', Z, T') (propositionales STS) mit:

V = {aus, istrot, istgelb, istgruen},
Z ={n:V = {ff,tt} | n(v) = ttfir genaueinv € V},
(Notation fur n € Z: dasjenige v € V mitn(v) = tt.)
T = {(istgruen, istgelb), (istgruen, aus),
(istgelb, istrot), (istrot, istgruen), (aus, istgelb)}.

Ablauf von Iy,

istgruen — istgelb — istrot —
istgruen — aus — istgelb — istrot — ...

Spezifikationen
Schreibweise: Ly, fir jegliche Sprache Lrorrr, mit eventuellen Erweiterungen.

Definition. Sei I' = (X, V,Z, T') ein STS Uber SIG und S. Eine Sprache L (TSIGr)
mit TSIGr = (SIG, X, V') heilt Sprache der temporalen Logik von I" (Kurzbezeichnung:
Lrir). Die nicht-temporalen Formeln von L+pr heiBen Zustandsformeln von I

(Beachte: Fiir jeden Ablauf W von I ist K = (S, W) eine temporale Struktur fir 7SIGr.)

Definition. Sei I" ein STS Gber SIG und S. Eine Theorie Th = (Ltrr, Ar) mit der Eigen-
schaft, dass jede temporale Struktur

K= (S,W), W Ablaufvon T,

Modell von Th ist, heil3t (temporallogische) Spezifikation von I'.

Eine Formel A von Lrir, die in jeder derartigen temporalen Struktur gultig ist, heil3t
I’-glltig (geschrieben: k. A).

Bemerkungen:

e Diese Definitionen (und die nachfolgenden Untersuchungen) tbertragen sich analog
auf propositionale STS (mit Sprachen L der temporalen Aussagenlogik.)
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e Die Aufgabe, fir in gegebenes STS I" eine temporallogische Spezifikation zu finden,
besteht im Wesentlichen darin, eine passende Axiomenmenge Ar zu finden. Die
Formeln von Ar missen I'-gultig sein.

Ar enthalt:

1. Axiome fur die Struktur Sr.
Triviale Losung: Ar enthélt alle in Si gliltigen Zustandsformeln. M.a.W.: Jede
FOLTL-Spezifikation enthalt die Axiome

(datar) Alle Zustandsformeln A von I" mit ':sFA'

2. ,,Mdglichst vollstandige* Axiome fur Wr. Diese temporalen Axiome sind be-
stimmt durch die Zustédnde und die Transitionsrelation von I'.

Beispiele

1. Axiome einer Spezifikation von I",,,; (aus obigem Beispiel):

e (datar),
o cin — (ein’ N/ =c+ 1)V (—ein’ A = ¢),
o —ein — (—ein’ AN =c)V (ein’ A’ =0).

2. Axiome einer Spezifikation von I',,,,,, (aus obigem Beispiel):

aus V istrot \V istgelb \V istgruen,

v — -y furalle vy, vy € {aus, istrot, istgelb, istgruen}, vy # vy,
istgruen — O (istgelb V aus),

1stgelb — Oistrot,

1strot — O istgruen,

aus — O istgelb.

(Beachte: Die letzten 4 Axiome dieser Spezifikation sind die Axiome der Theorie
Themp aus Abschnitt 2.3.)

5.2 Spezielle Klassen von Transitionssystemen

Verwurzelte Transitionssysteme

Definition. Ein verwurzeltes Transitionssystem (kurz: rSTS) I' = (X, V,Z, T, start)
(Uber SIG und S) ist ein STS I(SIG,S) = (X, V, Z, T') zusammen mit einer geschlos-
senen Zustandsformel start von I (Anfangsbedingung). Ein Ablauf von T" ist ein Ablauf
(M0, M1, M2, - - .) von TV mit S™) (start) = tt.

(Beachte: Schreibweise S ( A) statt S(¢7:)(A), da dieser Wert nicht von ¢ abhéngt.)
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Beispiele:
1. Zahler aus Abschnitt 5.1: Zusatzliche Anfangsbedingung
start = —ein A ¢ = 0.
Im damit definierten rSTS: Jeder Ablauf beginnt mit Anfangszustand [ff, 0].
2. ISTS Tpor2(SIGNar,N) = (X, 0, Z, T, start) mit (vgl. Beispiel in Abschnitt 4.4):
X = Xyar = {a},
Z={n:X —Nj,

T=A{lnn)ezx2][n'(a)=2xn(a)},
start = a = 1.

(Einziger) Ablauf von T 501 (0, 71, 72, - . .) Mitn;(a) =2, =0,1,2,. ..
3. Turme von Hanoi:
Zugrundegelegt sei:

SIG = ({STONE, PILE},
{TOWER, EMPTY , PUSH, POP, TOP},

{<, DECR}),
Hmit: |H|szong = {1,...,n},
H|prre = {1,...,n}%,
TOWERY = (n,n—1,...,2,1),
EMPTYH = ¢,
PUSH" = push,
POPY = pop,
TOPH = top,
<M )=t & i<y,
DECRN(iy, ... ip) =t & iy < lp_y < ... <.

(push, pop, top: ,,wie tblich“.)
rSTS T 7,u(SIG,H) = (X,0,Z, T, start) mit:

X = Xpig = {ph, ph, pls},
Z={n|n:Xpupe — {1,...,n}*},
T"=A{(nn) ez x2]
n(pli) # e, top(n(pl)) < top(n(pl;)), falls n(pl) # e,
1'(pli) = pop(n(ph)),
1'(pl) = push(n(pl;), top(n(pk))),
7' (pl) = n(ph),
i,7,k €{1,2,3} (paarweise verschieden)}
T=TU{(nmn) €ZxZ|esgibtkeiny € Z mit (n,n') € T'}.
Notation: 7" = tot(T") (totaler Abschluss von T").
start = ply = TOWER N ply, = EMPTY A pls = EMPTY .
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(Ein moglicher) Ablauf von I' 7, (Mit n = 3):
[321,¢,¢] — [32,1,¢] — [3,1,2] — [3,¢,21] — [¢,3,21] — ...

(Bezeichnung (z.B.): [3, £, 21] bezeichnet n mit n(ply) = (3), n(pk) = €, n(pls) = (2,1).)

Axiome fur rSTS
Satz 5.2.1 Fur jedes rSTS I' ist die Formel init — startr I'-glltig.

Folgerung: Das Axiom
(rootr) init — startr

kann flr jedes rSTS zu den temporalen Axiomen einer Spezifikation von I' hinzugenom-
men werden.

Beispiele:

1. Zahler als rSTS (s.0.): Spezifikation enthalt zusétzlich zu den Axiomen von I' .,y
(Abschnitt 5.1) das Axiom

init — —ein A ¢ = 0.
2. Temporale Axiome zur Spezifikation von I, (s.0.; vgl. Beispiel in Abschnitt 4.4):

init— a=1,
O(a’ = 2% a).

Markierte Transitionssysteme

Idee: Ein Ablauf

N —Mh —— 1) — ...

eines (r)STS ,,protokolliert” die Zustéande, die ein System durchlauft.
In vielen Anwendungen: Ubergange n; ~ 7;,; werden verursacht durch ,, Aktionen“, deren
»Protokollierung* ebenfalls wiinschenswert ist, als Bild:

Mo =% mp 2Ly 225 (\; ,Aktion, die von n; zu n,.., fihrt®).

Beispiel Tlrme von Hanoi (s.0.): Die ,,Aktionen“ \; in einem Ablauf sind Verlegungen
eines Steins von pl; nach pl; (i € {1,2,3}), z.B.:

321,¢,¢] 22 [32,1,¢] 225 [3,1,2] 22 [3,¢,21] 225 ...

AuBerdem: Die ,,Aktionen® sind oft mit Bedingungen an ihre Ausfihrbarkeit in einem Zu-
stand verknupft.
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Im Beispiel: Ein Stein kann nur dann von pl; nach pl; verlegt werden, wenn gilt:
e Auf pl; liegt mindestens ein Stein,
e der oberste Stein von pl; ist kleiner als der oberste Stein von pl; (falls vorhanden).

Definition. Ein markiertes Transitionssystem (kurz: ISTS) I' = (X, V,Z, T, Act,€)
(Ober SIG und S) ist gegeben durch

e ein STSTV(SIG,S) = (X, V,Z,T),
e eine endliche Menge Act von Aktionen,

e eine Menge £ = {enabledy | A € Act} geschlossener Zustandsformeln von I
(Ausfuhrbarkeitsbedingungen)

mit den Eigenschaften:

o V enthdlt {exec\ | A € Act} als Teilmenge,
o firallen € Z ist S (execA — enabledy) = tt (kurz: n ist zulassig),
o falls (n,n') € T und n(exec\) = fffur alle A € Act, soistn’ =n.

Ein Ablauf von I ist ein Ablauf von I".

Bemerkungen:
o Intuitive Bedeutung von exec \: ,,\ wird (als ndchstes) ausgefuhrt®.

¢ Intuitive Bedeutung der Zulassigkeit von Zustanden: ,,Nur ausfiihrbare A kénnen
ausgefihrt werden®,

e Beachte Verallgemeinerung: In einem Zustand kdnnen mehrere Aktionen ,,gleich-
zeitig* ausgefuhrt werden (n(exzec \) = tt fur mehrere \).

e \erwurzelte markierte Transitionssysteme (rISTS) sind analog definiert.

Beispiel: Ttrme von Hanoi (s.0.) als rISTS T, (SIG,H) = (X, V, Z, T, start, Act, £):

SIG,H, X, start: wie in 'y,
Act = { M2, A1z, Aar, Aoz, Asi, Ase )
E = {enabledy | \ € Act} mit
enabledy,, = pl; # EMPTY A (pl; # EMPTY — TOP(pl;) < TOP(pl;))
V = {execA | A € Act},
Z={n: XUV —={1,.. .,n}*U{ff,tt}|772u|éSSig,
n(ply) € {1,...,n}*furpl; € X,
n(exec ;) € {ﬁ tt} fir \;; € Act,
n(exec\) = tt flr hochstens ein A € Act},
T ={(n,n) € ZxZ | n(exec);;) = ttfiirein \;; € Act und
1 (pli) = pop(n(pk)), n'(pl) = push(n(pl;), top(n(pk))),
' (pl) = nph) fUrk # 4,k #j},
T = tot(T").
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Ablauf (vgl. Beispiel von oben):
[321,8,8, )\12] — [32, 1,8, )\13] Eam— [3, 1, 2, )\23] — [3,8, 21, )\12] —_— ...

(Bezeichnung: [.. ., A\;] bezeichnet n mit n(ezec);;) = tt.)

Axiome fur ISTS
Abkirzung (fur ISTS T mit Act = {1, ..., A,}): nilp fUr —ezech A ... A —ezech,.

Satz 5.2.2 Fur jedes ISTS I sind die Formeln nilr A A — OA (wobei A Zustandsformel
von ['ist) und ezxec\ — enabled, (fur beliebige A € Act) I'-gultig.

Folgerung: Die Axiome

(nily) nilp N A — 0A, falls A Zustandsformel von I,
(actionp) execA — enabledy flralle A € Actr

konnen fur jedes (NISTS I' zu den temporalen Axiomen einer Spezifikation von I" hinzu-
genommen werden.

Beispiel: Temporale Axiome einer Spezifikation der Ttrme von Hanoi (als rISTS, s.0.):

init — ply = TOWER A ply, = EMPTY A pls = EMPTY,

nily AN A— OA falls A Zustandsformel von I'Y;,

ezecNij — pl; # EMPTY A (pl; # EMPTY — TOP(pl;) < TOP(pl;))
furalle \;; € Actpe

6.7)66)\@' — —execAy flralle >\ij7 Ay € ACtFlTUH’ )\ij # Akl

evec\i; — pl; = POP(pl;) A pl; = PUSH (pl;, TOP(pl;)) N ply = pli
fur alle )\ij c ACtFlTuH’ k # 7;, k 7é j

Eine abgeleitete Regel

In jedem (r)ISTS T" kann folgende abgeleitete Regel verwendet werden:

(transr) execA\NA — oB furalle A € Actr,
nllr NA— B
FA— OB falls A und B Zustandsformeln von T".

Herleitung von (transr):  (Essei Actr = {\1,..., An}.)

(1) erxecANA— oB furalle A € Acty Annahme
2) nirNA— B Annahme
(3) nilp VexecA\i V...V execA, (taut)

4 nip NA— nilr NB (prop),(2)
(5) nibr NB — OB (nily)

(6) nilp NA— OB (prop),(4),(5)

() A—oOB (prop),(1),(3).(6)
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Faire Transitionssysteme

Idee: Transitionssysteme sind im Allgemeinen nichtdeterministisch.

In vielen Anwendungen: Gewisse Einschrankungen der freien Auswahl des néchsten Schrit-
tes wiinschenswert.

Fairness: Eine spezielle Art von derartigen Einschrankungen.
Beispiel: Das propositionale ISTS (0, V., Z, T, Act, £) mit

Act = {ay, ag, B, B2, 7},

V ={exec | X € Act} U {r, n},

enabled,, = —ry, enabled,, = —ry, enableds, = 11, enableds, = 1y,

enabled, = true,

Z ={n:V — {ff,tt} | n zuldssig und n(ezxec\) = tt fur genau ein A\ € Act},

T=A{(n,n) e Zx Z| falls n(execay) =tt,50 1'(r) =tt, 7' (r2) = n(r2),
falls n(ezecas) = tt,so n'(r)) = 77(7"1),77( y) = 1t
falls n(ezec1) = tt, so 7'(r) 1'(r2) = n(r2),
falls n(exec3y) = tt, s0 n'(r) = 77( 1), () = ff,
falls n(execy) = tt, so n'(ry) = n(r),n'(ra) = n(re)}.

formalisiert einen Drucker, der fortwéhrend Druckauftrage von zwei Prozessen P; und

P, abarbeitet. (o; = ,,Drucker wird von P; angefordert”, 3; = ,,Drucker druckt fur P;*,
~ = ,,Drucker druckt nicht“, r; = ,,Druckauftrag von P; ist vorhanden*.)

Maogliche Ablaufe (n bezeichnet durch {r; | n(r;) = tt}, Aktionen als Pfeilmarkierungen):

02505 {r} 22 {r,m} 25 {7"2} S ey 2 )
0= {r} - {ri, 2} 2, {7“2} = {ri, 1} R {r2} — {ri, 2} SN

Der zweite Ablauf (Auftrag von P ist vorhanden, wird aber nie erledigt) ist ,,unfair und
sollte (ebenso wie andere von analoger Art) ausgeschlossen werden.

Allgemein: Fairness fordert einen Zusammenhang zwischen Ausfuhrbarkeit und tatséchli-
cher Ausfiihrung von Aktionen. (Dabei: Verschiedene formale Festlegungen maéglich; hier:
starke Fairness.)

Definition. Sei I" ein ISTS. Ein Ablauf Wy = (19, 71,72, .. .) von I" heift fair, wenn flr

alle A € Actr gilt: Falls S(F"j)(enabled,\) = tt flr unendlich viele j, so ist 7 (ezec \) = tt
fur unendlich viele k. Ein faires Transitionssystem (kurz: fSTS) ist ein ISTS " mit der
Eigenschaft, dass die Abldufe auf die fairen Abl&ufe von I" beschrénkt werden.

Bemerkungen:

1. Intuitive Bedeutung der Einschrankung: ,,Unendlich oft ausfiihrbare Aktionen wer-
den auch unendlich oft ausgefuhrt*.

2. Verwurzelte faire Transitionssysteme (rfSTS) sind analog definiert.
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Axiome fur fSTS

Satz 5.2.3 Fur jedes fSTS I' ist die Formel OCenabledy, — Oexec A (fir alle A € Acty)
I'-gultig.

Folgerung: Das Axiom
(fairp) OCenabledy — Oexec)\  firalle A € Acip

kann flr jedes fSTS zu den temporalen Axiomen einer Spezifikation von I' hinzugenom-
men werden.

Beachte: (fairp) - OCenabledy — OOezecA  furalle A € Actr (mit (T30)).

Beispiel: Temporale Axiome einer Spezifikation des Druckersystems (als fSTS, s.0.):

nilr N A — OA, falls A Zustandsformel des Systems,
execay — iy,

execay — Ty,

erec3 — 11,

exec By — 19,

OCenabledy, — <Cerech  fir X € {aq, as, b1, B2, 7}
execa V erecas V exec3y V exec Py V exec,

ezec A — —ezech  fur A, X € {ay, o, B1, B2, 7} A # A,
execay — 11 N\ (15 < 13),

erecay — (1] <> 1) A T3,

exec3y — —r| A (ry < 13),

execfy — (r{ < r1) Ay,

execy — (1] <> 1) A (15 <> 13).

Eine abgeleitete Formel

Fur jedes (NfSTS I ist folgende Formel I'-gultig:

(progress;) enabledy, — —nilp  flralle A € Actr.

Herleitung von (progress;.):

(1)  nilr A enabledy — O(nilr A enabled,) (prop),(nily)

(2)  nilr A enabledy — O(nilp A enabledy) (ind1),(1)

(3)  O(nilr A enabledy) — Onilr A Oenabled,y (prop),(T17)

(4) DOenabledy, — OOenabled)y (T5),(T19)

(5) DOenabledy, — Cexech (prop),(fairr),(4)
(6)  nilr A enabledy, — Onilp A Oenabled)y (prop),(2),(3),(5)
(7)  Onilp A Cezec A — O(nilp A exec\) (prop),(T29)

(8)  O—(nilr N exec\) — (enabledy — —nilr) (prop),(T2),(6),(7)
9)  —(nilr A ezec)) (taut)

(10) O—(nilp A exec)) (alw),(9)

(11) enabledy — —nilp (prop),(8).(10)
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5.3 \Verifikation

Eigenschaften von Zustandssystemen

e Spezifikation eines Zustandssystems (d.h. formal: eines (r)(N(f)STS) I": (Lrwr, Ar).
e Formel F von Lt r: beschreibt eine Eigenschaft von I'.

e £ F bedeutet: ,F giltin jedem Ablauf von I,
1 besitzt die durch F' beschriebene Eigenschaft*

o (Deduktive) Verifikation (von F): Formaler Nachweis von k. ¥ durch Herleitung von
ArFF.

Bemerkung:

Falls Eigenschaften eines Systems verifiziert werden sollen (,,\erifikation von Zustandssy-
stemen*), so hangt die Auswahl einer geeigneten Sprache L, nicht nur von der Art des
STS (r,1,) ab, sondern auch davon, welche Eigenschaften dies sind.

Beispiele:

1. Tdrme von Hanoi (I" 7,z oder FITUH, Abschnitt 5.2)

Eigenschaft: ,,Zu keiner Zeit liegt auf einem Platz ein kleinerer unter einem
groReren Stein.*

Als Formel:
start — O(DECR(ply) N DECR(ply) N DECR(pl3)).

2. Zahler (I count, Abschnitt 5.1)

Eigenschaft: ,,Wenn der Z&hler ausgeschaltet ist, so beginnt die Z&hlung
beim ndchsten Einschalten bei 0.“

Als Formel:
—ein — ¢ = 0 atnext ein.

3. Ttrme von Hanoi (T 7,z oder T', ;, Abschnitt 5.2)

Eigenschaft: ,,Ausgehend von der Startsituation steht der Turm irgendwann
auf Platz 2.“

Als Formel:

start — (ph = EMPTY A ply = TOWER A ply = EMPTY).

(Beachte: In 1. und 2.: System besitzt die Eigenschaft.
In 3.: System besitzt die Eigenschaft nicht.)
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Klassifikation von Eigenschaften

Systemeigenschaften kénnen (zur Systematisierung) nach verschiedenen Kriterien in Klas-
sen eingeteilt werden.

Einfache Klassifizierung gemaR der Gestalt der beschreibenden temporallogischen Formel
(nicht erschopfend, aber fir viele Anwendungen ausreichend, vgl. obige Beispiele):

Invarianzeigenschaften: A — OB

Prazedenzeigenschaften: A — B atnext C
A — B unless C

Eintrittseigenschaften: A— OB
Dabei jeweils: A, B, C Zustandsformeln des jeweiligen Transitionssystems.

Bemerkungen:

e Eine Invarianzeigenschaft der Form start — OB (fur ein verwurzeltes STS) kann
auch durch OB oder auch einfach durch B beschrieben werden.

e Fr die einzelnen Klassen von Eigenschaften gibt es grundlegende Verifikationstech-
niken, ausgedrickt durch charakteristische Herleitungsregeln (im Folgenden nur fiir
(DISTS bzw. (NfSTS behandelt).

Regeln fur Invarianzeigenschaften

Schreibweise: A invof Actr fur (ezech; NA — OA) A ... A (exzecA, N A — OA)
(WObei Actr = {/\1, RN )\n})

Abgeleitete Regeln (Invarianzregeln), die bei der Verifikation jedes (r)ISTS I" verwendet
werden konnen:

(invr) A — B, Ainvof Acir FA — OB, falls A Zustandsformel von T" ist,
(invlp) Ainvof Actr FA — OA, falls A Zustandsformel von T ist,
(invstarty)  startr — A, A invof Actr FOA, falls A Zustandsformel von T" ist.
Bemerkung:
In Anwendungen wird eine Formel A — OB meist in der Form

A — A’ A"invof Acty, A’ — BHA — OB

hergeleitet.

Herleitung von (invr):

1 A—B Annahme

(2) A invof Actr Annahme

(3) execANA— OA flralle \ € Actr (prop),(2)

4 nipNA— A (taut)

(5) A—o0A (transr),(3),(4)

(6) A— OB (ind),(1),(5)
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Herleitung von (invlr): Analog mit (ind1).

Herleitung von (invstartr):

(1) startr — A Annahme

(2) A invof Actr Annahme

3) A—o0A wie oben

(4) init — startp (rootr)

5) init— A (prop),(1),(4)
6) A (indinit),(3),(5)
(7) OA (alw),(6)

Regeln fur Prazedenzeigenschaften

Abgeleitete Regeln, die bei der Verifikation jedes (r)ISTS I' verwendet werden kdnnen:

(invatnextr) execANA — O(C — B)ANO(=C — A) flralle A € Actr,
nilp NA — (C — B)
A — B atnext C, falls A, B und C Zustandsformeln von T sind.

(invunlessr) execANA — OCVO(ANB) furalle A € Actr,
nllr N A— B v C

A — B unless C, falls A, B und C Zustandsformeln von T" sind.
(invbeforer) execANA — O0-C NO(AV B) firalle A € Actr,
TLZZI‘ NA— -C
~ A — B before C, falls A, B und C Zustandsformeln von T" sind.

Herleitung von (invatnextr):

(1) ezxecA\NA— o(C — B)ANO(-C — A) furalle A € Actr  Annahme

(2) niprNA— (C— B) Annahme

3) nibrNA— (C— B)AN(—C — A) (prop),(2)

4 A—o(C— B)ANO(=C — A) (transr),(T15),(1),(3)
(5) A — B atnext C (indatnext),(4)

Herleitung von (invunlessr) und (invbeforer): Analog mit (indunless) und (indbefore).

Regeln fur Eintrittseigenschaften

Fur Eintrittseigenschaften gibt es eine Reihe einfacher, jedoch nicht immer anwendbarer
Regeln. Eine ,,universelle” Beweismethode erfordert die Zugrundelegung einer temporalen
Prédikatenlogik mit der Erweiterung ,,w* und basiert auf der Regel

(wfr) A—<O(BVIg(y<yANA(y)) FIyA — OB, falls y nicht in B vorkommt

(Abschnitt 4.4). Die folgende Auspragung der Methode setzt auRerdem die Fairness des zu
verifizierenden STS voraus.
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Abgeleitete Regel, die bei der Verifikation jedes (r)fSTS I" verwendet werden kann:

(fairwfrr) ezecA\NH\NA —O(BV3y(y<yNA,(y))) fFiralle e Actr,
exec AN-H\NA—O(BV3Iy(y 2ynA,(y))) firalle X e Actr,
0OA — O(BV Er)

F3dyd — OB, falls A und B Zustandsformeln von I" sind
und y nicht in B vorkommt.

Dabei: Actr = {)\1, ceey )\m},
H,,,...,H,, rigide Formelnvon Ltrr,
Er = (H), A enabledy,)V ...V (Hy, A enabledy,,),
y, y Variablen der Sorte WF, <°r fundierte Relation auf |Sr|wr,
y =< y Abklrzung firy <y Vg = .

Herleitung von (fairwfrr):

Sei Ci = 395 <y AA,(3), Co = 395 2y A Ay(3), D = Vg (Hr A cmec ).

(1) execA\NH\NA—0O(BV () firalle A € Actr Annahme
(2) execA\N—-H\NA—O(BV () furalle A\ € Actr  Annahme

(3 0OA— O(BV Er) Annahme
(4) CyANO-B — O(Cy, ANO-B) (invir),(1),(2),(1t13),(T15)
(5) AAO-BAO-C, — OAANOOCER (pred),(3),(4),(1t13),

(T17),(T30),(T32)
(6) DOO(Hy A enabledy) — OO H\ A OO enabledy,
furalle A € Actr (T17),(T19),(T22)
(7) OCH, — OH, furalle A € Acty (ind1),(ind2),(1tI3),(1tI6)
(8) OC(Hy A enabledy) — OH, A OexecA
fur alle A € Actr (fairr),(6),(7)
9 AAO-BAO-C, — O(DANAADO-B) (5),(8),(T10),(T17),
(T19),(T29),(T32)
(10) execANH\NANO-B — OO, furalle A € Actr (som),(T27),(1)

(11) ANO-BADO-C, — 00 (chain),(9),(10)
(12) A—<(BVGY) (prop),(27)
(13) dyA — OB (wfr),(12)

Zusammenfassung: Sprachen fur Spezifikation und Verifikation

adaquate Sprache: Verifikation von

FOLTL (LTL) +... | Spezifikation Invarianz- Prézedenz- Eintritts-
Eigenschaften Eigenschaften Eigenschaften

(HSTS - - N SW)

HMrSTS ol ol St b ol (W

(Beachte: Fur die Formulierung und Verifikation komplexerer Eigenschaften sind eventuell
weitere Sprachvarianten angemessen.)

Im Folgenden: Adaquate Sprache ist immer unterstellt (einschliel3lich geeigneter Signatur).
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5.4 Beispiele

Turme von Hanoi

Komplette Spezifikation als rISTS I't;, ;:

(data)  Allein SFIT . gultigen Zustandsformeln,

(root) init — ply = TOWER A ply = EMPTY A pls = EMPTY,

(nil) nil,. AN A — 0A falls A Zustandsformel von 'Y, ,;,

TvH

(action) ezec)ij — pli # EMPTY A (pl; # EMPTY — TOP(pl;) < TOP(pl;))
furalle \; € Actpe

(TvH1)  ezech;; — —ezecAy  flralle Ay, A\ € ActhTUH, Nij 7 Akl

(TVH2)  exec\i; — pl; = POP(pl;) A pli = PUSH (pl;, TOP(pl;)) A ply, = pl,
furalle \; € Acty k # i,k #j.

Behauptung:  start — OB,

wobei start = ply = TOWER A ply = EMPTY A ply = EMPTY ,
B = DECR(ph) A DECR(pl) A DECR(pls).

Herleitung:

(1) start — B (data)

(2) erech\ia ANB — OB (data),(action),(TvH2)
(3) erech\i3ANB — OB (data),(action),(TvH2)
k?) exec 3o N B — OB (data),(action),(TvH2)
(8) Binvof Actpy (prop),(2)-(7)

9 B—0OB (inv1),(8)

(10) start — OB (prop),(2).(9)

»,Gleichwertige” Behauptung: 0OB.

Herleitung:

(1) start — B (data)

(2) B invof ActhT . wie oben

(3) OB (invstart),(1),(2)
Zahler

Zahler aus Abschnitt 5.1, jetzt als ISTS I, mit
ACtF’C - {/\eina )\ausa )\za Ap}:

enabled, ,, = —ein, enabled,,,, = ein, enabled,, = ein, enabledy, = —ein.
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Spezifikation von I':

(data) Alle in Sy, glltigen Zustandsformeln,

(nil)  nily NA — OA falls A Zustandsformel von I,
(Z1)  execein V exzecAgys V ezech, V exec,,

(Z2)  emecA; — —exechy fUr Ay, Ay € Actpr, A1 # Ag,
(Z3)  execAepm — —ein Aein’ A ¢’ =0,

(Z4)  exec)hys — ein A —ein’ A ¢ = c,

(Z5) execA, — ein ANein’ Nc' = c+1,

(Z6)  exech, — —ein A —ein’ A c’ = c.

(In (Z3)—(Z6) enthalten: (action)-Axiome.)

Behauptung: —ein — ¢ = 0 atnext ein.

Herleitung:

(1) execAein A —ein — O(ein — ¢ = 0) A O(—ein — —ein) (Z3),(prop)

(2) execAgus N —ein — O(ein — ¢ = 0) A O(—ein — —ein) (Z4),(prop)

(3) execA, N —ein — O(ein — ¢ = 0) A O(—ein — —ein) (Z5),(prop)

(4) execA, A\ —ein — O(ein — ¢ = 0) A O(—ein — —ein) (Z6),(prop)

(5) nilp, A —ein — (ein — ¢ = 0) (taut)

(6) —ein — ¢ = 0 atnext ein (invatnext),(1)-(5)

Fairer Zahler ohne Zuriucksetzung

Modifizierter Zahler: Beim Anschalten setzt der Zahler nicht auf 0 zuriick, sondern zahlt
beim zuletzt erreichten Wert weiter.

Spezifikation als fSTS I'”: wie I, mit (Z3') statt (Z3) und zusétzlichem Fairness-Axiom:

(fair) Olenabledy — Cevech furalle A € Actrn,
(Z3) exechyym — —ein Aein’ A = c.

(Actplcl = Actp/c.)
Behauptung: ¢=0— O(c=1z) (z Variable der Sorte NAT).

Zur Herleitung mit der Regel (fairwfrr,) sei WF die Sorte NAT mit < als < sowie
H,, = true, Hy, =false fir A € {Aein, Agus, Ap }-

(Dann ist Er» = (true A ein) V (false A —ein) V (false A ein) V (false A —ein).)
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Herleitung: (SeiA = y+c=zANc<z)
(1) erecAh, NANc<z—1—0A4,(y—1) (Z5),(data),(pred)
(2) erec A\, NANc=1z—-1—0(c=1) (Z5),(data),(pred)
(B) erecA, N\H\, NA—0O(c=zVIy(y<yNA,y))) (pred),(1),(2)
(4) erecA, \-H\, NA—0O(c=2zVIy(y <yANA,(y))) (taut)
(®) erec A NHANA—O(c=2VIY(y<yANA,(y)))
fir A € {Xein, Aquss Ap} (taut)
6) erecAN-H\NA—0O(c=zVIg(y<yANA,(y))) (23),(z24),(z6),
fir A € {Xein, Aqus, A\p} (data),(pred)
(7) DO=ein — OO—ein (T8),(T30)
(8) O=ein — Cexec e (fair),(7),(prop)
(9) exec)y, — Oein (Z3'),(prop)
(10) ezec Ay — <ein (som),(9)
(11) O-ein — <ein (chain),(8),(10)
(12) 0OA — $ein (prop),(11)
(13) TUA - <O(c=12V Epy) (T26),(prop),(12)
(14) FyA — O(c=1x) (fairwfr),(3)—(6),(13)
(15) ¢=0—<(e=1x) (T5),(data),(pred),(14)

Das alternating bit protocol

Nachrichtenubertragung zwischen einem ,,Sender” und einem ,,Empfanger*: Der Sender
erhalt fortwahrend Nachrichten als Eingabe und tbertragt diese zum Empfanger, der sie
jeweils ausgibt und eine Bestatigung an den Sender zurtickschickt. Ubertragungen konnen
(in beiden Richtungen) ,,zerstort” werden. Trotzdem soll der Empfanger alle beim Sender
eingegangenen Nachrichten in der gleichen Reihenfolge ausgeben.

Losung durch das alternating bit protocol: Die Nachrichten werden zusammen mit einem
Kontrollbit versendet, dessen Wert als Bestéatigung zurlickgeschickt und fur die jeweils
néchste Nachricht alterniert wird.

Darstellung als rfSTS I 4 gp mMit

Actr 4 5p = {0, 1, Bo, 51},

X = Xyar U Xuse,

Xnar = {sb, rb, wb, ack},

Xuse = {sm,rm},

V = {exzec\ | X € Actr,, }

enabledy = true firalle X\ € Actr, ..,

startr ,pp = Sb=0ATb =1ANwhb=0Aack =1ANsm = FIRSTMSG.

Dabei zugrundegelegt:

e Sorte NAT fir die Bitwerte 0 und 1 mit der zusatzlichen Individuenkonstanten ERR
(zerstorter Wert) und Funktionszeichen & (Addition modulo 2),

e Sorte MSG fir die Nachrichten mit den Individuenkonstanten ERR (zerstorter Wert)
und FIRSTMSG (erste zu sendende Nachricht) sowie Funktionszeichen
NEXTMSGMSGMSG) (jeweils nachste zu sendende Nachricht).
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Intuitive Bedeutungen:

ag. Sender sendet Nachricht sm und Bit sb;
der Empfanger erhalt diese als rm und rb;
Go:  Empféanger gibt rm aus und veréndert den jeweils erwarteten Bitwert wb,
falls b und wb gleich sind;
51 Empfénger sendet den betreffenden Bitwert (neu oder alt) zuriick;
der Sender erhélt diesen als ack;
aq.  Sender bestimmt die als ndchstes zu sendenden Werte, falls ack und sb gleich sind.

Spezifikation von I' 4 gp (die trivialen (action)-Axiome sind weggelassen):

(data)  Allein Sy, ,, gultigen Zustandsformeln,

(root) init — startr, ,p,

(nil) nilp ,,p N A — OA  falls A Zustandsformel von I 4pp,

(ABP1) ezecay — ((rm’ = sm Arb’ = sb)V (rm' = ERR A rb' = ERR)) A
unchanged(sb, wb, ack, sm),

(ABP2) ezecas A sb = ack — sm' = NEXTMSG(sm) Asb' =sb®1 A
unchanged(rb, wb, ack, rm),

(ABP3) ezecay A sb # ack — unchanged(sb, rb, wb, ack, sm, rm),

(ABP4) ezeclfy A rb = wb — wb’ = wb & 1 A unchanged(sb, rb, ack, sm, rm),
(ABP5) ezecfy A b # wb — unchanged(sb, rb, wb, ack, sm, rm),

(ABP6) ezecl; — (ack’ = wb ® 1V ack’ = ERR) A unchanged(sb, rb, wb, sm,rm).

Dabei verwendete Abkurzung:

n
unchanged(ay,...,a,) fur A a}=a; (a1,...,a, Systemvariablen).
i=1

Beachte: Ausgabe bei 3, ist nicht explizit formuliert. Die Formel
output = execFy A rb = wb

représentiert die Tatsache, dass der Empfanger die Nachricht rm ausgibt.

Behauptung: a) startr,,, — rm = FIRSTMSG atnext output.
b) output A rm =z — rm = NEXTMSG(z) atnext output.

Beweisidee:

Beide Teile a) und b) der Behauptung sind von der Form A’ — B atnext output;
zu finden: Formel A (Invariante) mit

i) A — A,
ii) ezecA N A — O(output — B) N O(—output — A) flralle A € Actr,,,,
i) nilp,,, N A — (output — B).

Aus ii) und iii) folgt dann A — B atnext output mit (invatnext), und mit i) folgt daraus
A’ — B atnext output.
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Geeignetes A:

Fura): wb = sb A sm = FIRSTMSG N —output.
Firb):  (output — rm = z) A

(moutput A wb # sb — sm = x) A

(moutput N wb = sb — sm = NEXTMSG(z)).

Zur jeweiligen Herleitung von ii) wird maRgeblich die mit (invstart) herleitbare Formel
O((rb = wb — wb = sb A rm = sm) A (sb = ack — wb # sb))

benutzt (,,immer geltender” Zusammenhang zwischen den Systemvariablen).



Kapitel 6
Verifikation paralleler Programme

6.1 Programme und Transitionssysteme

Temporale Semantik von Programmen

e (Imperative) Programme beschreiben ,,Berechnungsabldufe®, konnen also als Zu-
standssysteme aufgefasst werden.

e Formalere Sprechweise: Programme beschreiben Transitionssysteme in einer ,,aus-
fuhrbaren®, algorithmischen Form. Das jeweils beschriebene Transitionssystem ist
die formal gegebene operationale Semantik eines Programmes.

e Damit: Temporale Logik anwendbar

— zur (temporallogischen, axiomatischen, abstrakten) Spezifikation (Darstellung)
der von Programmen beschriebenen Transitionssysteme (temporale Semantik
von Programmen),

— (darauf basierend:) zur formalen ,,Verifikation von Programmen® (d.h.: Verifi-
kation von Eigenschaften des durch ein Programm beschriebenen Transitions-
systems, kurz: Programmeigenschaften).

e Besonders erfolgreiche Anwendungen: bei parallelen Programmen.

Parallele Programme

Grundstruktur paralleler Programme:
e Gebildet mit der Parallelanweisung
cobeginII; || ... || II,, coend

mit Programmen (Prozessen) I, ..., II,,, np > 1.

Im Folgenden zur Vereinfachung angenommen: Prozesse sind sequentiell (d.h.: sie
enthalten selbst keine Parallelanweisung).

Interleaving-Modell
(grundlegendes Prinzip der operationalen Semantik paralleler Programme):

e Alle Prozesse einer Parallelanweisung sind zusammengesetzt aus ausgezeichneten
atomaren Schritten.

e Eine Ausflihrung der Parallelanweisung bedeutet eine sequentielle Ausfiihrung der
einzelnen atomaren Schritte derart, dass

61
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— Schritte aus verschiedenen Prozessen in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt wer-
den,

— die (relative) Reihenfolge von Schritten, die zum gleichen Prozess gehoren,
durch diesen bestimmt ist.

Beispiel

Sei I1 das parallele Programm
cobegin «; 3 || v; 6 coend

mitt a:b:=bx2 §: V(a),v: b:=b+1, 0: P(a),
zu Programmbeginn: ¢ = 0.
(P und V seien die Ublichen Semaphor-Operationen.)

IT beschreibt folgendes rfSTS (ebenfalls mit IT bezeichnet) Uber SIG y 47 und N:

Actn = {a, 3,7, 6},
Xn ={a, b},
Vi = {ezxeca, exec3, execry, execd, atca, at 3, aty, at§}
(at X ,,\ ist einer der als ndchstes mdglichen atomaren Schritte®),
starty; = ata A aty N a =0,
enabled, = ato, enableds = at3, enabled, = at~, enabled; = atd N a > 0,
Zn={n:XnU Vg — NU{ff,tt} | n(a),n(b) € N, n(v) € {ff,tt} fir v € Vp,
7 zuldssig,
n(exec\) = tt fur hdchstens ein A € Actyy,
nicht n(ata) = n(at ) = tt,
nicht n(at~y) = n(atd) = tt},
T'={(nn)e€ZxZ|
falls n(execa) = tt, son'(a) = n(a),n'(b) = n(b) = 2,
n'(ate) = ff,9'(at f) = tt, ' (aty) = n(aty),n'(atd) = n(atd),
falls n(exec) = tt, son'(a) =n(a) + 1,7 (b) = n(b),
n'(atB) = ff,n'(at\) = n(at \) fur X # 3,
falls n(ezxecy) = tt, son'(a) = n(a),n'(b) =n(b) + 1,
i'(aty) = ff,1/'(atd) = tt,n'(ater) = n(ata),n'(at B) = n(at3),
falls n(execd) =tt, son'(a) =n(a) — 1,7'(b) = n(b),
n'(atd) = ff, 0’ (at\) = n(at \) fur X #£ 5},
Tn = tot(T").
Mdoglicher Ablauf:
0,4, ata, aty, execa] — [0, 8, at 3, at~y, execy] —
0,9, at 3, atd, exec] — [1,9, atd, execd] — [0,9] — [0,9] — ...
(n bezeichnet durch [n(a),n(b), v1, v, ... € Vi mitn(v;) = tt].)

Der Zustand [0, 9] ist ein Fangzustand (es werden keine Aktionen mehr ausgefuhrt) und
reprasentiert die Terminierung des Programms.
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Allgemein:
e Typische Form der Ausfiihrbarkeitsbedingungen enabled,:
at\ A C\, mit Zustandsformel C,.

e Damit i. Allg. zwei verschiedene Arten von Fangzustanden (n; mit n;(ezec ) = ff
fur alle A € Act):

- ni(at\) =fffiralle A € Act
(,,normale” Terminierung, Programm ist am ,,gewollten* Ende),

— nicht n;(at \) = ff fur alle A\ € Act, aber KEO(CA) = ff fur die A € Act mit

ni(at ) = tt
(Verklemmung, Programm ist nicht am gewollten Ende, kann aber nicht fort-
fahren).

6.2 Eine einfache Programmiersprache fur reaktive Systeme

Reaktive Systeme

e Im Folgenden betrachtet: Parallele Programme einer (Beispiel-) Programmierspra-
che PAR, die nicht terminieren (sollen). Die dadurch implementierten Systeme hei-
Ren reaktive Systeme.

Aullerdem: Programme mit ,,Initialisierungsbedingung” (im Beispiel: a = 0).
(Grundkonzept in PAR: ,,Kommunikation tiber gemeinsame Variablen®;

analog behandelbar: Programme mit ,,Kommunikation durch (synchronen) Nach-
richtenaustausch*.)

o Bei der Formalisierung von reaktiven Systemen als STS wird die ,,echte* Parallelitét
durch das Interleaving-Modell ,,verféalscht®. Dies wird ,,repariert” durch die Hinzu-
nahme von Fairness.

e Zusammen also: Programme von PAR beschreiben rfSTS.

PAR-Programme

Fur ein Programm II der Sprache PAR (kurz: PAR-Programm) sei eine Signatur SIGp; und
eine Struktur Sy fur SIGy; gegeben.

IT hat die Gestalt

var A
start J
cobeginII; || ... | II,, coend

mit np > 1. Dabei ist
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e Aceine Folge Aq;...; A4 von Variablendeklarationen der Form
A, ..., 0py - S
mit einer Sorte s von SIGy. a4, ..., a,, Sind die Programmvariablen der Sorte s
von II;

e J eine Formel (Initialisierungsbedingung) von Lror(SIGY) (kurz: £9) mit der
Signatur SIGY;, die aus SIGy entsteht, wenn man die Programmvariablen (jeder
Sorte s) von IT zu den Individuenkonstanten (gleicher Sorte) von SIGy; hinzunimmt;

e jedesIl;, ¢« =1,...,np,ein Prozess gemal folgender BNF-Syntax:

Prozess ::= loop Anweisungsfolge end
Anweisungsfolge ::= markierte Anweisung |
markierte Anweisung; Anweisungsfolge
markierte Anweisung ::= Marke : Anweisung
Anweisung 1= Zuweisung |
if Bedingung then Anweisungsfolge
{else Anweisungsfolge}} endif |
await Bedingung {then Zuweisung}}
Zuweisung := Programmuvariable := Term

und mit den zusétzlichen Festlegungen:

— Eine Marke ist ein Element einer gegebenen Menge von Marken. (Bezeichnun-
gen: )‘7 G, O, Qg . .. 7ﬁ07 617 ﬁ?a s Ua)

— Alle in IT auftretenden Marken sind paarweise verschieden und identifizieren
somit eindeutig alle (Vorkommen von) Anweisungen.

— Eine Bedingung ist eine geschlossene Formel von £Y, ein Term ist ein Term
von LY.

— Programmvariable und Term in einer Zuweisung haben gleiche Sorte.

Beispiel:
Programm I[lys, mit SIGy,,, = SIGyar und Sy, = N:

Iy, = vara,b: NAT
starta =0Ab=1
cobegin loop «ap : b := b * b;
aq : await e # 0 then ¢ := 1;
g : ifa < bthen az: b:=b— aendif;
ag: b:=2%b
endloop
I
loop Gy : a:=a+ 2;
Gr:b:=2x%xb
endloop
coend
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Informelle Semantik von PAR-Programmen

e loop AF end: fortwéhrende (endlose) Wiederholung der Anweisungsfolge AF,
e Ai; As: Hintereinanderausfiihren der Anweisungen A, und A, (wie Ublich),

if ... endif: bedingte Anweisung (wie Ublich),

await B then ZU: kann nur ausgefuhrt werden, wenn B wabhr ist; Wirkung geman
der Zuweisung ZU (falls vorhanden, sonst keine Wirkung)
(Synchronisationsanweisung),

atomare Schritte beim interleaving: Alle Vorkommen von

— Zuweisungen aulerhalb von Synchronisationsanweisungen,
— Synchronisationsanweisungen,

— Test der Bedingung B in if B then ... endif zusammen mit dem Sprung an
die entsprechende Fortsetzungsstelle.

Beispiel:

Ein moglicher (Programm-) Ablauf von II,, (s.0.):

Schritt nach dem Schritt: Wertvon a b
zu Beginn: 0 1

Q) 0 1
Bo 2 1
aq 1 1
ay (v ) 11
B 1 2
Qy 1 4
(7)) 1 16
B 3 16
oy 1 16
as (v az) 1 16
o3 1 15

Dabei: Atomare Schritte identifiziert durch die entsprechenden Marken.

PAR-Programme und Transitionssysteme

Ein PAR-Programm

I = var A
start J
cobegin I, || ... || II,, coend
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beschreibt das (ebenfalls mit I bezeichnete) rfSTS I1 = (X, V', Z, T, Act, start,E) Uber
SIGH und SH mit

Act = Menge aller in IT auftretenden Marken,
X = Menge aller in A vereinbarten Programmvariablen (der jeweiligen Sorten),
V = {execA, at\ | X € Act},

start = J A\ ataél) AN ataé"”) (aéi): L~Anfangsmarken“vonIl;, i = 1,..., np).
_ [ atAA B falls A Marke einer Anweisung await B (then ...)
enabledy, =
at A sonst,

Z={n: XUV —|S|U{fftt} |
n(a) € |S|s furae € X;,s € Sy, n(v) € {ff,tt} firv e V,
7 zulassig,
n(exec\) = tt flr hochstens ein A € Act,
n(at\) = tt flrgenau ein A € Actyy, (i = 1,...,np)},
T =tot(T"), T'={(n,n') € Z x Z | ,Beschreibung der Wirkung der A € Act"“}.

(Acty; ist die Menge der Marken in I1;.)

Beispiel:

Der oben betrachtete Programmablauf des Programms II,,, wird formalisiert durch den
Ablauf

0,1, atay, at By, execag] — [0, 1, atan, at By, execSy] —
2,1, atay, at By, execay] — [1, 1, ataw, at (1, execan| —
(1,1, atoy, at By, execf1] — [1,2, atay, at By, execoy] —

(1,4, atay, at By, execap] — [1, 16, atay, at By, execFo] — . ..

des rfSTS Iy, (1 bezeichnet durch [n(a),n(b), v1, va, ... € Vi, Mitn(v;) = tt]).

Temporale Semantik von PAR-Programmen

Die temporale Semantik eines PAR-Programms IT ist gegeben durch eine temporallogische
Spezifikation (L, An) des (von IT beschriebenen) Transitionssystems IT mit:

o Loin = ,CTL(TS]GH) mit TSIGy = (S]GH,XH, VH),
e A enthdlt:

— (datayy), (rooty), (nily), (actiony), (fairy),
— Axiome zur Beschreibung von Zi; und T7;.
Allgemeines Schema fiir die Zusammenstellung der Axiome zur Beschreibung von Zy; und

Tr (direkt anhand der Gestalt des Programms, ohne explizite Angabe des Transitionssy-
stems):
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1. Beschreibung des interleaving und Eindeutigkeit des ,,Befehlszahlers* in jedem Pro-
zess

0] exec A1 — —exechy TUr A\, Ay € Acty, A\ # A
(PC) atA; — —atXy, fur Marken Aq, \; des gleichen Prozesses, A1 # A;

2. Beschreibung der (,,durch A € Acty; gegebenen®) Transitionen

a) Kontrollflussaxiome (Wirkung auf at \)

e FUr jeden atomaren Schritt A\; ~~ X\, vermdge einer Zuweisung oder einer
Synchronisationsanweisung:

(C1) execA; — Oat s

A (B)
A2 (0B)

(C2) execA — (B AOatA)V (B A Oat\y)

e Fr jeden atomaren Schritt A ~~ { vermoge A : if B then .. .

e . In nichts ausfiihrenden Prozessen andert sich der Befehlszahler nicht*:
(C3) exechi Aathy — Oathy flralle \; € Actyy,, \y € Actyy \ Actyy,,
1=1,...,np
b) Beschreibung der Anderung der Programmvariablen
e FUr A\:a:=t und \:await B then a := ¢;

(ASSIGN) ezech —a' =tN AN b =0
beXH\{a}

o fir \:if Bthen ... und )\ : await B:
(UNCH) ezech— A d =a

e X
Beispiel:

Temporale Semantik des Programms II;, (S.0.):

(data): Alle Zustandsformeln A mit £ A,
(root): init—a=0Ab=1Aatag A at [,
(nil): nil,,, N A — OA flr Zustandsformeln A von Il,,,
(action): execA — at\  flr X € {ag, ao, as, ay, Bo, 51},
execay — atag A a # 0,
(fair): OCat A — CexecA for A € {a, s, as, ay, Bo, B1},
OC(atag A a #0) — Oexecay,
(OF exec\; — —ezechy  FUr A\, Ao € {ap, a1, ag, as, ay, Bo, 1}, M1 # e,
(PC): ata; — —atay  flri,j €{0,1,2,3,4},4 # 4,
atfi — —atPB; furi,j € {0,1},4 # 4,
(CL): execay — Oatay,
(usw.),

(C2): execay — (a < b AOatag) V (a > b A Oatay),
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(C3): ezecoy N atf; — oatf; furéi € {0,1,2,3,4},5 € {0, 1},
ezec3; N\ ata; — Oatay;  furi € {0,1,2,3,4},5 € {0,1},
(ASSIGN):  ezxecag — b'=b*xbAd = a,
(usw.),

(UNCH): execan — a' = aANb =b.

6.3 Verifikationsbeispiele

Programmeigenschaften

In L1 11 sind viele Eigenschaften eines Programms IT ausdriickbar. Wichtige solche Eigen-
schaften sind:

e Terminierung, partielle Korrektheit, totale Korrektheit von (sequentiellen oder par-
allelen) Programmen, die ,,Ergebnisse berechnen* (nicht flr reaktive Systeme),

e Grundlegende Synchronisationsanforderungen an parallele Programme wie wechsel-
seitiger Ausschluss, Verklemmungsfreiheit, Aushungerungsfreiheit u.4.,

e Einhaltung gewisser ,,Ausfiihrungsreihenfolgen* bei parallelen Programmen, z.B.
Bedienstrategien.

Verfligbares ,,Repertoire” fir die Programmuverifikation:
e Ay fir das jeweilige Programm IT (gemald Abschnitt 6.2).
e Grundlegende Beweisregeln (inv), (invstart), . . .
Beispiele:
1. Sei IT Programm mit einer Parallelanweisung der Gestalt
cobegin loop :
«; : ,Beginn kritischer Abschnitt®;

a;j : ,Ende kritischer Abschnitt*;

endloop

loop :
Bk : ,,Beginn kritischer Abschnitt®;

B, : ,Ende kritischer Abschnitt;

endloop
coend
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Wechselseitiger Ausschluss der kritischen Abschnitte (i. Allg. unter Annahme einer
Bedingung A zu Beginn der Programmabarbeitung):

starty N A — O=((ata; V... Vataj) A (atfg V...V atF)).

2. Sei II Programm mit einer Parallelanweisung der Gestalt

cobegin loop :
o; cawait By .. .;
endloop
I
loop :
O - await By .. .;
endloop
coend

(ohne weitere Synchronisationsanweisungen).

Verklemmungsfreiheit:
starty N A — O(atoy A at By, — By V By).
Aushungerungsfreiheit (fiir jeden der beiden Prozesse in II):

ato; — execay,
at B, — Oexec (.

3. Sei IT Programm mit Prozessen II;, . .., IT,, U der Gestalt (: = 1,. .., q):

II; = loop :
!+ fordere Betriebsmittel BM an*;
agi) . ,erhalte BM*;
endloop,
¥ = loop :

G teileBManIl, (1 <k < q) zu™;

endloop

Schreibweise:  ford; fir atA? v ... v atAl? v atal?
(AP AP Marken zwischen of? und of?, i = 1,... ¢).

»Zuteilung nur an Prozess, der BM angefordert hat*:

—ford; — —(execS Nk =1i) A ezeca'? before (execB Nk =1).
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FIFO-Zuteilungsstrategie:

e:vecagi) N ~ford; — —(execB N\ k = j) unless (ezecS Nk = 1).

Ein Erzeuger-Verbraucher-Programm

II,, = var be, bf : NAT; ...
start bf =0 A be =n
cobegin loop ap : . (,,produziere Objekt*)

aq @ await be > 0 then be := be — 1;
. (,,speichere Objekt im Puffer)
as: bf =bf +1

endloop

I
loop G : await bf > 0 then bf := bf — 1;

. (w»hole Objekt aus dem Puffer*)
0By : be := be + 1;
. (,,verbrauche Objekt*)

endloop
coend

Dabei: n: Individuenkonstante (,,Pufferkapazitat®).
be: ,Anzahl der freien Pufferplatze®.
bf : ,,Anzahl der besetzten Pufferplatze*.
Keine Anderungen von be und bf in den nicht ausgefiihrten Programmteilen.

Behauptung (Verklemmungsfreiheit):

startr,, An >0 — O(atay A atfy — be >0V bf > 0).

Schreibweise: at M fur atA, V... Vath, (M ={\,...;\}).

Bezeichnungen: M; = Menge der Marken in ,,produziere Objekt”“ U {a;},
M, = Menge der Marken in ,,verbrauche Objekt*“ U {5, }.

Herleitungsskizze: (Sei A = atM; A at My — be > 0V bf > 0)

(1) startg,, An>0— A (pred)

(2) A— (atag ANatfBy — be >0V bf >0) (taut)

(3) Ainvof Actyy,, mit temporaler Semantik
von II,,. (nicht explizit
angegeben)

(4) A—O(atag A atfBy — be >0V bf >0) (inv),(2),(3)

(5) startn,, An>0— O(atay Aatfy — be >0V bf >0) (prop),(1),(4)
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Der Peterson-Algorithmus

[Ipe; = var ay, as,t : NAT

starta; = 0N a =0At=1

cobegin loop ay :

Hhichtkritisch®;

ar:oa =1
ay: t:=1;
az: awaita, =0V ¢t = 2;
ay : Kritisch;
as: a =0
endloop
I
loop 3y : ,.nichtkritisch®;
Bi:oag = 1;
By t:=2;
O3 awaita; =0V it=1;
By @ ,Kritisch®;
ﬁ5 Qg = 0
endloop

coend

enabledy, = atA fur X € {ag, ay, Bo, B1}
Keine Anderungen von a,, as, t in ag, o, By, Pa.

Dabei:

Behauptung (Aushungerungsfreiheit des 1. Prozesses):

ata; — <atay.

Beweisskizze: (Zugrundegelegt sei NAT mit < als Sorte WF und <.)
a) Sei

rue firi=0,1,23,4,5,
=2,
3

=
E %) N
M m
NSNS S e
I

alse furi=0,1,4,5

sowie

= (
(atas Ny = 4)

(atas N atfsANt=1Ny=3)V

(atag A (atfByV atBs V atfo V atfBr V atf) Ny = 2) V
(atag N atfPs ANt #1 Ny =1),

b) Dann sind folgende Formeln herleitbar:

exec AN Hy N A — O(atay VIy(y < y N Ay(y))) firalle X € Acty,,,,
exec AN —~Hy N A — O(atay VIY(y =y NAy(y))) firalle A € Acty,,,.
OA — O(atag V Eng,,)
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(mit Ey;,,, = (Hy, A enabled,,) V...V (Hg, A enabledg,)).
c) Aus b) erhdlt man
JyAd — Catay
mit (fairwfr), und mit atoy — A, (5) ergibt sich ato; — JyA und somit schliellich

ata; — <atay.



Kapitel 7
Weitere temporale Logiken

7.1 Strukturierte Spezifikationen

Verfeinerungen von Spezifikationen

e ,,Grollere* Systeme sollten ,,strukturiert® entwickelt und spezifiziert werden.

e Wichtige Strukturierungskonzepte: Verfeinerung und Komposition (Zusammenset-
zen von Systemen aus Teilsystemen, hier nicht behandelt).

e \erfeinerung: Die Entwicklung eines Systems geschieht in immer detaillierter wer-
denden ,,Stufen®, beschrieben in einer Folge

. — Spec; — Specj1 — Specjio — ...

von Spezifikationen. Eine Spezifikation Spec;, heil3t Implementierung (oder auch:
Verfeinerung) von Spezifikationen Spec; mit [ < k und muss (zumindest) deren
Anforderungen (neben eventuell weiteren) erfillen.

e Typische Verfeinerungsart: Zustandsédnderungen, die auf einer abstrakteren Stufe als
»einschrittig” betrachtet werden, bestehen auf detaillierterer Stufe aus einer langeren
Folge von Transitionen und verwenden dort weitere (,,interne) Systemvariablen.

Beispiel:

Zahler als STS I' .,y (vgl. Abschnitt 5.1)
Zusammenfassung der Spezifikation (ohne (data)) zu einer Formel:

AF ‘ EAl/\AQ

mit
A = ein— (ein N =c+ 1)V (—ein' A =¢),
Ay = —ein — (e’ N =c¢)V (ein’ AN =0).
Implementierung von I .pun: :
Der Zahlschritt ¢ ~» ¢+ 1 ist realisiert durch Z&hlen ,,uber die erste Dezimale von ¢“, z.B.:
Der Schritt 17 ~~ 18 wird zu
17.0 ~ 171 ~» 172 ~ 173 ~ ... ~» 17.9 ~ 18.0.

Spezifikation dieses verfeinerten Systems I';ppicount - Ar = Aimpin N Aimpiz Mit

implcount

Aimpn = ein — (ein’ A dez’ = (dez + 1) mod 10 A
(dez=9—c =c+1)AN(dez#9— ' =¢))V
(mein’ N ¢! = c A dez’ = dez),

Aimpiz = —ein — (—ein’ N ¢ = ¢ N dez’ = dez) V (ein’ N ¢/ =0 A dez’ =0).

73



7.1 Strukturierte Spezifikationen 74

Korrektheit von Implementierungen

e Zwischen einem System I' und seiner Implementierung I';,,,, besteht die Verfei-
nerungsbeziehung: I';n,,; verhalt sich wie I' (bezogen auf dessen Systemvariablen).
Diese driickt die Korrektheit der Implementierung aus.

e Zur formalen Beschreibung dieser Beziehung sollte gelten:

— Jedes Modell der Spezifikation von T';,, ist ein Modell der Spezifikation
von I

Sind Ap und Ar, , die temporalen Spezifikationsaxiome von I" bzw. I'jy, SO wird
dies ausgedriickt durch die (gegebenenfalls verifizierbare) logische Beziehung

Ap,  FAp.

tmpl
Beispiel:
Fur den Z&hler I',..; in obigem Beispiel ist die (formale) Verfeinerungsbeziehung

Ar FAr

implcount count

nicht erfallt. Z.B. ist (N, W) mit W geméaf

‘ e M Mitr M2 oo M9 TMiv10 i1l Ti+12
emm |... tt tt tt ... tt it tt tt
c R A A I 18 18 18
dez|... O 1 2 ... 9 0 1 2

ein Modell von Ay, ., nicht jedoch von Ar.
Problem: Ar

erlaubt keine Ubergéange [tt, 17] — [tt, 17] (Stotterschritte).

count

Losung: Spezifikation von I .y,,,; durch

Alccount = AFcount \/ (e/[’n/ - eZn /\ CI = C)
(,,In jedem Schritt &ndern sich ein und ¢ gemél Ar_ .., oder sie bleiben unverandert®).
Dann gilt:

Arimplcount ': A{‘count

(Allgemeiner: Entsprechende Erweiterung auch von Ar, . . .)

Die Logik sTLA

Adaquate Logik STLA gemaR obigen Uberlegungen:

e Die Sprache von sTLA ist eine Teilsprache von FOLTL mit speziellen Formeln der
Gestalt (A Vv (v' < v)) und O(AV o' = a) (abgekirzt durch O[A], bzw. O[A],)
mit v € V, a € X und folgenden Einschrankungen:
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— Operatoren o (oder ') treten nur in diesen Formeln auf.

— A enthélt keine temporalen Operatoren, sondern nur noch (eventuell gestriche-
ne) Konstanten aus V U X.

e STLA verwendet die (fir FOLTL gegebene) Semantik mit initialer Glltigkeit (siehe
Abschnitt 3.3).

Bemerkungen:
e Eine Formel AV (a] = a3 A a} = az A ...) ist gleichwertig mit
(AVa,=a)N(AVal=a)N...
(analog auch mit v; < v; statt a; = a;).

e \Wegen Verwendung der Semantik mit initialer Gultigkeit haben Spezifikationsaxio-
me flir STS die Form O[A],, A O[A]g, A ..., 2.B. (flr T sun; in obigem Beispiel):

O [Arcount ] ein /\ O [Arcount ] cr

Eigenstandige Syntax von sTLA

Sei TSIG = (SIG,X, V) eine temporale Signatur und Lo (SIG™) eine Sprache erster
Stufe mit der Variablenmenge X' = J, .4 X (SIG™ wie in Abschnitt 4.2). Eine Sprache
Lerra(TSIG) (kurz: Lgrr,4) von STLA ist definiert wie folgt:

Alphabet:
e Alle Zeichen von Lror,(SIGT),
e die ZeichenO |’ | [ | ].

Terme (mit ihren Sorten) und atomare Formeln von L (7SIG) sind die Terme und
atomaren Formeln von Lo, (SIG™) mit der zusétzlichen Termbildungsregel

e Ista € X, soist a’ ein Term.

Induktive Definition der Transitionsausdriicke und Formeln:

1. Jede atomare Formel ist ein Transitionsausdruck, und jede atomare Formel ohne Ter-
me der Form o’ (a € X) ist eine Formel.

2. false ist ein Transitionsausdruck und eine Formel,

3. Sind A und B Transitionsausdriicke oder Formeln und ist z € X, sosind (A — B)
und JzA Transitionsausdricke bzw. Formeln.

4. Ist v € V, soist v’ ein Transitionsausdruck.
5. Ist A ein Transitionsausdruck und v € X UV, so ist J[A], eine Formel.
6. Ist A eine Formel, so ist OA eine Formel.
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Abkurzungen, Schreibweisen, Vereinbarungen: wie bisher.
Zusétzliche Abkurzung: O[A]y, o, fur O[A], A AD[A],

n "

Semantik von sTLA

Interpretationen fir Lyrpa Sind gegeben durch temporale Strukturen wie bei FOLTL, und

die Definition von K§f>(. ..) ist gegeben gemaR der ,,Einbettung* von sTLA in FOLTL,
z.B.:

e KI) =KLi(w) (veV)

o KP(O[A],) =tt & K(A) =ttoder KIY, (u) = K\ (u) furalle j > .
Damit

. KEO(D[A]u1 77777 w,) = tt < Inallen Zustdnden n; mit j > i trifft A zu, oder

u, . .., uy bleiben beim Ubergang zu 7, ; unverandert,
Die Gultigkeit £ (.,(initial) gultig in K*) ist definiert durch:

A & K{(A) = tt furalle Variablenbelegungen ¢.

Spezifikationen in STLA

Allgemeine Form von Systemspezifikationen in STLA:

e STS I' (mit Systemvariablen u,, ..., u,) und I';,, (Implementierung von I') mit
Systemvariablen uy, ..., Uy, Upi1, - - -, U
I Fp = D[Af]ul _____ Un?
Fzmpl Fl‘imp, = D[Al‘impl]ul ..... Uuy

e Analog fr rSTS I und ',y

r: Fr = startr A O[Ar]w, . u,»

Limpi Fpimpl = startpimpl

o Korrektheit der Implementierung (in beiden Féllen):
Fr, . FFr.

(Beachte: Dies ist hier gleichwertig mit = Fr,  — Fr.)
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7.2 Die Logik TLA

Verbergen von internen Systemvariablen

o Korrektheitsbeziehung zwischen einem System I' und seiner Implementierung I';,,
(siehe Abschnitt 7.1):

— Jedes Modell der Spezifikation von I';,, ist ein Modell der Spezifikation
von I

o Weiterhin wiinschenswert: I';,,,; sollte ,,das Verhalten von I' nicht einschréanken®,
formaler ausgedriickt:

— Jedes Modell der Spezifikation von I" ist ein Modell der Spezifikation von I';y,,,,;,
wenn man dessen zusatzliche Schritte und internen Systemvariablen ,,vernach-
lassigt™.

Fur die Spezifikationsaxiome Fr und Fr, . gemals Abschnitt 7.1 wirde das in STLA
bedeuten:

IrE Frimpl (Oder FEFr — Frimpl)'

(Fur die bisherige Form von Spezifikationen in sTLA gilt dies nicht. Informell:
»Limp 1St Nicht die einzig mogliche Implementierung von I'*.)

e Gesucht hierfur: Formel zur Beschreibung von (i.W.)

»Fr,,.,, mitverborgenen internen Systemvariablen®.

TLA (Temporal Logic of Actions)

Eine Sprache L1 (TSIG) (kurz: Lrr.4) von TLA ist gegeben wie L ( TSIG) mit der
zusétzlichen Formelbildungsregel

7. Ist A eine Formel und v € X U V, so ist 34 A eine Formel.

3% ist ein neuer Operator, dhnlich dem Operator 3 von FOLTL, allerdings mit einigen
wesentlichen Modifikationen.

Semantikdefinition fur TLA: Wie in STLA, zusatzlich zu definieren: Kgg)(ﬂst uA).

Ziel dabei: 3%tuA formalisiert ,,A mit verborgenem « und ,,robust” unter Stotterschritten®.,
Beispiel:

Spezifiziert man die Zahler I' ;g UNA I'ppicount (Abschnitt 7.1) durch

FF =0 [AFcount]einac’
FF = HSt deZD [AFimp[count ] einvcvdez !

impl
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so gilt

Fp':Fpimp und Frimpl':FF (':Fp — Frimpl)'

1

Stotteraquivalenz

Sei W = (1o, m1, 2, - . .) eine unendliche Folge von Zustanden und vy : N — N induktiv
definiert durch

Jw(0) =0,

. —f Yw(9), falls ;1 = n; und n; # n; flreinj > i
dwli 1) = { Yw(i)+1, sonst.

Die Zustandsfolge Y (W) = (1:y, M4y s Mi - - -) Mit

=0,
ir+1 = Kleinstes j > i mit dw(j) = dw(i) +1  (furk € N)

heil3t stotterfreie Variante von W.

(Informell: 9(W) ist ,,W ohne Stotterschritte*.)

Definition. Zwei unendliche Zustandsfolgen W; und W, heil3en stotterdquivalent (ge-
schrieben: W, =; W,), falls 9(W;) = 9(Ws).

Semantik von 3%

Die Definition von Kgg) (fir K = (S,W)und ¢ : X — |S|) wird in TLA auf Formeln 35y A
erweitert wie folgt:

KE(THud) = tt & K; ) (A) = tt firein K = (S, W) mit W ~, W.
Dabei:

W ~, W & es gibt Zustandsfolgen
—/ o, .
W :ﬁola 771_/7772,7 .. ) Und W, = (T]O,, ?71,, ?72/, .. ) mit

W=, W,
W=, W,
7 (w) = n;’(w) fur alle von u verschiedenenw € X UV

undalles e N

Axiomatisierung von TLA

e Nicht ganz einfach (insbesondere, da Operator © nicht allgemein vorhanden).

e Erst seit kurzem ,,zufriedenstellend gel6st.
(Logik GTLA: Erweiterung von TLA mit mehr ,,Ausdrucksstarke”, ohne die we-
sentlichen Eigenschaften von TLA beziglich strukturierten Spezifikationen zu ver-
lieren.)
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Spezifikation und Verifikation in TLA

Allgemeine Form von Spezifikationen in TLA:
Fuy . U (starte A O[N]y v timsn,un A f0ITT)

(ftr rSTS T'; im Fall von STS entfallt startr) mit

Up, ..., Uu,: Systemvariablenvon T,
Up, ..., Uy. Interne Systemvariablen von I’
N: Transitionsausdruck, der alle moglichen Zustandsanderungen
beschreibt
fairy: Formel, die gewisse Fairness-Bedingungen beschreibt (optional).
Beispiel:

»,Unzuverlassige* Warteschlange

Informelle Spezifikation:
e Schnittstelle des Systems: Systemvariablen in, out fur Ein-/Ausgabe.

Interne Systemvariable ¢: Zur Speicherung der Objekte in der Warteschlange

Eingaben kénnen verloren gehen oder vervielfacht werden.
Ansonsten: Ein-/Ausgabe in FIFO-Weise.
Zu Beginn: g leer.

Formale Spezifikation (passende Signatur vorausgesetzt; ohne Fairness):
It q(start A Oleing V ausg]out.q)
mit

start = ¢ = EMPTY,
eing = ¢ = APPEND (in, q) \ in' = in A out’ = out,
ausg = q # EMPTY A out' = HEAD(q) A\ ¢' = TAIL(q) N\ in’ = in.

Allgemeine Form der Verifikation von Systemeigenschaften:
e Beweise E Fr — A.

(Fr Spezifikationsformel, A beschreibt Systemeigenschaft.)
Beachte: Darunter fallen auch die Aussagen

= Fr,,... — Fr (Abschnitt 7.1) und
= Fp — Fpimpl (S.O.).

Deduktive Verifikation: Herleitung solcher Aussagen in einem formalen System.
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7.3

Verzweigte temporale Logiken

Ubersicht

Grobeinteilung verschiedener Temporallogiken:

1.

2.

3.

Lineare temporale Logiken

(FO)LTL (o) (mit eventuellen Erweiterungen)
e TLA

Intervall-Logiken (,,Auswertung“ von Formeln in Zustands-,,Intervallen*)

Weitere Varianten
Verzweigte temporale Logiken

e BTL

e CTL

CTL* (Erweiterung von CTL)
Weitere Varianten

»Allgemeinere* temporale Logiken

e POTL (,,partial order temporal logic*)
e TL fur ,true concurrency*
e \Weitere Varianten

Verzweigte Zeitstrukturen

Grundkonzept fiir verzweigte temporale Logiken:

Verzweigte Zeit: Jeder ,,Zeitpunkt” kann mehr als einen Nachfolge-,,Zeitpunkt* ha-
ben. Dies wird formalisiert wie folgt:

Eine verzweigte Zeitstruktur (I, —) ist gegeben durch eine nicht-leere Menge I
(,,Zeitpunkte®) und eine totale binére (,,Nachfolge-*) Relation — auf 1.

Ein Pfad in I ist eine unendliche Folge (to,¢1,t2,...) von Elementen von I mit
L — Lg41 fur k£ € N.

Neuartige temporale Operatoren mit Bezug auf eine verzweigte Zeitstruktur.
Basisoperatoren:
EOA: ,Es gibt einen Nachfolgezeitpunkt, in dem A zutrifft*;

EOA: Es gibteinen Pfad (ausgehend vom jetzigen Zeitpunkt),
auf dem A in allen (nachfolgenden) Zeitpunkten zutrifft*;

ECA: L Es gibt einen Pfad (ausgehend vom jetzigen Zeitpunkt),
auf dem A in (mindestens) einem (nachfolgenden) Zeitpunkt zutrifft®.
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Die Basissprache

Sei V eine Menge von Aussagenkonstanten. Eine (Basis-) Sprache Lgr.(V) (kurz: Lgrr)
der verzweigten temporalen Aussagenlogik (BTL) ist definiert wie folgt:
Alphabet:

e Alle Elemente von V,

e die Zeichen false | — |EO | EO | EC | ().

Induktive Definition der Formeln:
1. Jede Aussagenkonstante v € V ist eine Formel.
2. false ist eine Formel.
3. Sind A und B Formeln, so ist auch (A — B) eine Formel.
4. Ist A eine Formel, so sind auch ECA, EOA und EC A Formeln.

Abkilrzungen: -, V, A, <, true wie in PL, aullerdem:

ACA fur —EO-A (,,A trifft in allen Nachfolge-Zeitpunkten zu®),
AOA fur —ECG—-A (,,A trifft auf allen Pfaden in allen Zeitpunkten zu®),
ACA fir —EO-A (,,A trifft auf allen Pfaden in irgendeinem Zeitpunkt zu*).

Klammergebrauch: Analog wie in LTL.

Semantik
Interpretationen flr Lz, sind gegeben durch (verzweigte) temporale Strukturen.

Eine (verzweigte) temporale Struktur K = ({7, }.,es, —) fur eine Menge V von Aussagen-
konstanten ist gegeben durch eine verzweigte Zeitstruktur (7, —) und eine Multimenge
{n.}.er von Abbildungen

n, 'V — {ff tt}.
Die 7, heilen Zustande.

Fir eine temporale Struktur K = ({1, }.er, —) wird K,(F') € {ff, tt} fur jede Formel F' von
Lyt und jedes ¢ € I (,,Wahrheitswert von F' im Zustand »,*) induktiv definiert wie folgt:

1. K,(v) =n(v) firveV.

(false) = ff.

(A— B)=tt & K,/(A)="ff oder K,(B) =tt.

J(EOA) =tt & K (A4) =tt furein x mit. — x.

J(EOA) =tt < esgibteinen Pfad (cq,¢1,t2,...)IN I mityy = und
K, (A) =tt firalle k € N.

6. K (ECA) =tt < esgibteinen Pfad (cq,¢1,t2,...)In I mityy = ¢ und
K, (A) =tt flrein k € N.

L
L

K
K
K
K

o~ w N

Auf die weiteren temporalen Operationen Ubertragen sich diese Festlegungen gemal deren
intuitiver Bedeutung, z.B.:
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o K, (AOA) =tt & K,(A4)=tt furalle x mit: — x.

Die Gultigkeit £ (,,gultig in K*) ist definiert durch:
FA & K/(A)=tt firalle c€ 1.

Beispiel:
Sei A =EO(v V ) A AOuy und K gegeben mit
I'={1,23} —={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,3)},

‘771 T2 13
v |ttt ff

vy | fE Ottt
Pfade in I;

Dann gilt:
Ki(nVir) = Kg(ny Vun) = tt = Ki(EO(v;Vuy)) =ttt (mitPfad (1,3,3,3,...)),
Ka(wn) = Ks(vr) = tt = Ki(Aow) = tt,
zusammen: K;(A) = tt.
Ki(vp) =ff = Ky(Aow) =ff = Ky(A4) = ff.
Ks(A) =tt  (wie bei K;(A) mitPfad (3,3,3,...)).
Insbesondere: A ist nicht giltig in K.

Axiomatisierung

Ein mogliches (korrektes und schwach vollstandiges) formales System gy, ist gegeben
durch:

Axiome:

Alle tautologisch gultigen Formeln (analog definiert wie in LTL),

Eotrue,

EO(AV B) « EOA V EOB,

e EOA —~ A AEOEOA,

e ECA —~ AV EOECA.

Regeln:
e A/A— BFB,
e A~ BFHEOA — EOB,
e A—~ BANECAFA — EOB,
e A— -BANAO(AV-EOB) A — —ECB.
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7.4 Die Logik CTL

CTL als Erweiterung von BTL

e BTL kann wie LTL in verschiedener Weise erweitert werden.

e \Weit verbreitete Erweiterung: CTL (Computation Tree Logic). CTL ist das ,ver-
zweigte” Analogon zu LTL+b, d.h. es ergibt sich aus BTL durch Hinzunahme von
bindren Operatoren (unter E und A).

e Als bindrer Operator wird Ublicherweise until gewahlt, d.h. CTL erweitert BTL um
den zusatzlichen Operator Euntil. Die intuitive Bedeutung einer Formel A Euntil B
ist:

— ,,ES gibt einen Pfad, auf dem B in einem nachfolgenden Zeitpunkt zutreffen
wird, und A trifft auf diesem Pfad bis zu diesem Zeitpunkt zu*.

Die Spracherweiterung Lcrr,

Die Sprache Lgry, wird zur Sprache Loy, (genauer: Lo, (V)) erweitert durch
e Erweiterung des Alphabets von Lgr, um Euntil;
e Erweiterung der induktiven Formeldefinition um die Regel
5. Sind A und B Formeln, so ist auch (A Euntil B) eine Formel;
e Erweiterung der Semantikdefinition um

- K,(A Euntil B) =tt < esgibteinen Pfad (¢, t1,t2,...) in I mit.y = ¢ und
K, (B) = tt fureinj € Nund
K, (A)=ttfuralle k,0 <k <j.

22
Abkirzung:
A Auntil B fir =(—B Euntil (A A —-B)) A -EO-B
(,»Auf jedem Pfad irgendwann B und bis dahin A®).

Aullerdem: Der Operator EC kann durch Euntil ausgedriickt werden, wird deshalb in der
Syntaxdefinition von Ly, Ublicherweise weggelassen und auch als Abkurzung eingefiihrt
(ECA flr true Euntil A).

Schreibweise hdufig auch:

E(A until B) und A(A until B) statt A Euntil B bzw. A Auntil B.
Beispiel:
Sei A = v, Euntil (uv; A vy) und K gegeben wie im Beispiel in Abschnitt 7.3.
Dann gilt:
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KQ(Ul A ’UQ) =1, Kl(Ul) =ttt = Kl(A) =t (mlt Pfad (1, 2, .. )),
Kooy Awg) =ttt = Ky(A) =tt  (mit beliebigem Pfad (2, .. .)),
Ks(vy Awy) =ff = K3(A) =ff (danurderPfad (3,3,3,...) mit3 beginnt).

Axiomatisierung

Ein mdogliches (korrektes und schwach vollstandiges) formales System Y, ist gegeben
durch:

Axiome:

e Alle tautologisch gultigen Formeln (analog definiert wie in LTL),
e EOtrue,

EO(AV B) «< EOAV EOB,

e EOA «— A NEOCEOA,

A Euntil B < BV (A NEO(A Euntil B)).

Regeln:

e AJA— Bt B,

e A— BFEOCA — EOB,

e A— BANEOAFA — EOB,

e A— —-C ANAO(AV —(B Euntil C)) HA — —(B Euntil C).

Spezifikation und Verifikation in CTL

e In CTL kdnnen (propositionale) STS spezifiziert und verifiziert werden. Hauptséch-
lich wird CTL allerdings fiir eine andere Art von Verifikation (siehe Kapitel 8) ver-
wendet.

e Ein Ablauf eines STS entspricht in verzweigten temporalen Logiken einem Pfad in
einer verzweigten temporalen Struktur. Damit sind auch Aussagen der Art

»ES gibt einen Ablauf, so dass ...*
behandelbar, z.B. (Tidrme von Hanoi, Abschnitt 5.2):

»ES gibt einen Ablauf, in dem irgendwann einmal der Turm wie gewunscht
versetzt ist”.

e Beachte: In CTL ist z.B. nicht ausdrtickbar:
»ES gibt einen Ablauf, in dem unendlich oft A zutrifft”

Das naheliegende EOCA st keine Formel von CTL. Die Erweiterung CTL* von
CTL ermdglicht solche Formelbildungen.



Kapitel 8
Verifikation endlicher Zustandssysteme

8.1 Endliche Zustandssysteme

Automatisierbare Verifikation

o \erifikationsprobleme flir Zustandssysteme I" sind ,,Beweisaufgaben® innerhalb ei-
ner temporalen Logik, und (z.B.) durch den Einsatz formaler Systeme mdglicher-
weise zumindest ,,halb-automatisch* unterstitzbar.

e FUr Zustandssysteme, die als propositionale STS formalisiert sind, sind die zugrun-
deliegenden temporalen Logiken (LTL, CTL, ...) entscheidbar, \Verifikationsproble-
me also (voll) algorithmisch behandelbar (zumindest ,,grundséatzlich®).

e Fir Zustandssysteme, die durch STS 1. Stufe formalisiert sind, gilt dies i. Allg. nicht.
In vielen praktischen Anwendungen wird die Mé&chtigkeit des pradikatenlogischen
Rahmens jedoch nicht wirklich gebraucht. Eine Formalisierung als propositionales
STS (und Beschreibung von Systemeigenschaften in einer temporalen Aussagenlo-
gik) ist dann ebenso mdglich.

Andere Sichtweise: Ein STS 1. Stufe kann (in gewissen Fallen) als propositionales
STS kodiert werden.

e Wichtige Klasse solcher Systeme: endliche Zustandssysteme (d.s. Zustandssysteme
mit nur endlich vielen Zustanden). Wird ein solches System durch ein STSI" 1. Stufe
formalisiert, so konnen die Tragermengen |Sr |, fur alle Sorten s als endliche Mengen
gewahlt werden.

e Grundidee der Kodierung eines derartigen STS I':
Fir alle a € Xt seien

Vo ={avaly | d € |Sr|s}

(s Sorte von a) paarweise disjunkte Mengen von Systemvariablen (nicht enthalten
in Vr)und

V=Vvul V.

acXp
Fiir jedes € Zp sei 77 : V — {ff tt} gegeben durch 7j(v) = n(v) fiir v € Vi und
N(avaly) =tt < n(a) =d fir avaly € V,,a € Xr.

Ist Z die Menge aller solcher jund T = {(7,7") € Zx Z | (n,7/) € Ty}, so kodiert
das propositionale STS

85
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I'=®,V,ZT)
das System I'. (Beachte: 7 ist endlich!)

Beispiel flr eine Eigenschaft von I': 3z0(a # z).

Beschrieben in £,z durch: \/ O-avaly.
dG‘Sr‘s

Endliche Transitionssysteme

Gemal obiger Diskussion: Untersuchung endlicher Zustandssysteme ,,normiert” auf pro-
positionale STS mit endlicher Zustandsmenge.

Eigensténdige Definition solcher Systeme:

Definition. Ein endliches Transitionssystem (kurz: FSTS) ¥ = (V,Z, T) ist gegeben
durch:

e eine (endliche oder abzahlbar unendliche) Menge V von Systemvariablen (Zu-
standsvariablen),

¢ eine endliche Menge Z von (System-) Zustanden n : V — {ff, tt},
e ecine totale Transitionsrelation 7 C Z x Z.

Ein Ablauf von W ist eine unendliche Folge W = (1o, 71,72, . ..) von Systemzustanden
mit (n;,n;41) € T furalle i € N.

Bezeichnungen, Schreibweisen: wie bei allgemeinen (propositionalen) STS (z.B.: ¥ ( V),
Zy, ... ).

Beispiele:

1. Zahler modulo 3
(wie I puns In Abschnitt 5.2, aber mit ,,Zahlschritt” ¢ ~~ ¢ H 1,
H: Addition modulo 3; mdgliche Werte von ¢: 0, 1, 2)

Formalisiert (kodiert) als FSTS V.3 = (V, Z, T) mit:

V ={ein, cy, 1, 2},
Z ={n:V = {ff,tt} | n(¢c;) = ttfur genau ein i = 0,1, 2},
(Notation firn € Z: [v € V mitn(v) = tt].)
T = {([ein, ci], [ein, cim]), ([ein, ci], [ci]), ([ei], [ei]), ([ei], [ein, co]) |
i €{0,1,2}}.
(Ein moglicher) Ablauf von W 3:

[co] — [ein, co] — [ein, ¢1] — [ein, ¢3] —
[ein, c)] — [ein, c1] — [¢1] — [e1] — - ..
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2. (Synchrones) Schaltwerk

Lo

U

vl

Dargestellt als FSTS V,,, = (V, Z, T) mit:

V= {7)17 V2, 7)3},
Z ={n:V — {ff it} },
T =A{mn) "(n) = (

1),
n'(v) =t & n(vr) # n(v2),
& (n(vs) =tt s n(v) =n(v) =)}

(Ein mdoglicher) Ablauf von v, :

011 — 101 — 011 — 101 — 011 — ...
(n dargestellt durch das entsprechende Bindrwort; 011 bedeutet z.B. n(v;) = tt,
n(ve) = tt, n(vs) = ff).

Transitionsdiagramme

Graphische Darstellung von FSTS (Transitionsdiagramme): Zustdnde n werden durch
Knoten représentiert, die diejenigen Variablen v mit (v) = tt ,,enthalten®. Pfeile zwischen
den Knoten repréasentieren die Transitionsrelation.

Beispiel:

Transitionsgraph fir ¥ 3 (s.0.):

C1

Co

UH e
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8.2 Model Checking

Verifikationsmethoden

Ansétze zur Verifikation einer Eigenschaft(sformel) F fur ein Transitionssystem I':

e Wie bisher (deduktiv):
— Spezifiziere I" durch Axiomenmenge Ar.,

— Beweise ArHF.
(Grundsétzlich auch méglich: Beweise Ar EF.)

e Model Checking:

— Zeige durch ,,direkte” Betrachtung aller Ablaufe von I" (ohne ihre Beschreibung
durch Ar), dass F' ,in T gilt*“.

¢ Im Fall endlicher Transitionssysteme sind beide Verifikationsmethoden algorithmi-
sierbar, Model Checking hat sich dabei als besonders erfolgreich erwiesen.

e Model Checking im Fall eines endlichen Transitionssystems W bedeutet

— bei zugrundegelegter linearer temporaler Logik: Uberpriife, dass F in jeder
temporalen Struktur Wy gultig ist;

— bei zugrundegelegter verzweigter temporaler Logik: Uberpriife, dass F in der
durch ¥ bestimmten verzweigten temporalen Struktur K (s.u.) gultig ist.

(Am weitesten verbreitet: Model Checking mit CTL.)

Verzweigte temporale Strukturen von endlichen Transitionssystemen

Ein FSTS UV = (V,Z,T) mit Z = {ny,...,n,} induziert eine verzweigte temporale
Struktur KY = ({n, },er, —) fur V mit

I={1,...,m},

{nL}LEI = {nla"'anm} = Za
L=k < (n,n,) €T fiuryrkel.

Beispiel:
FUr W3 (Abschnitt 8.1) ergibt sich K¥<* = ({n1, 2, 13, 74, N5, N6 }, —) Mit

= = {(1,2),(1,4),(2,3),(2,5), (3, 1), (3,6),
(4,1), (4,4), (5,1), (5,5), (6,1), (6,6)}.

Schreibweise: K statt K"
CTL Model Checking
Flrein FSTS ¥ = (V, Z, T) sei ECTL\I} = ECTL(V).

Definition. Sei ¥ = (V, Z, T') ein FSTS und F eine Formel von Lcrry. Die Erfullungs-
menge [F]y (kurz: [F]) von F' (in V) ist die Menge
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[Fly =1{n€Z|KJ(F)=tt}.

Offenbar gilt fur jedes FSTS ¥ und jede Formel (Eigenschaft) F' von Lcrpe:
e Fistgultigin KY & [F], enthélt alle Zustande von V.

(Ein mogliches) Grundprinzip des Model Checking mit zugrundeliegendem CTL (CTL
Model Checking):

e Gegeben ein FSTS W und eine Formel F von Lcrry;
bestimme [F].

8.3 Grundlagen des CTL Model Checking

Berechnung von Erfullungsmengen

Die Erflllungsmenge [F] fur ein FSTS ¥ = (V, Z, T) und eine Formel F' von Lty
kann induktiv wie folgt konstruiert werden:

[vl={neZ|nv) =t} firveV.
[false] = 0.
[A — Bl = (Z\ [A]) U[B].
(AuBerdem: [-A] = Z \ [A].
[Av B] =[A]U[B].
[A A B] =[A]n[B].
[true] = Z.)
[ECA] = T ([A]).
(Dabei: T-Y(Y)={ne€ Z |esgibty’ € Y mit (n,n) € T}fur Y C Z.)
[ECA] und [A Euntil B]: siehe unten.

Beispiel:
Sei Wy, das durch folgendes Transitionsdiagramm gegebene FSTS (vgl. Beispiel in 7.3):

m(w )

N/

713 :)

Dann ergibt sich:
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[o] = {m,n2},

[va] = {2, M3},

[=ve] = Z \ {n2,m3} = {m},

[or Vo] =[] U [ve] = {1, me} U {ma, s} = Z,
[or A we]l =[] N [we] = {1, m2} N {n2, w3} = {m2},
[Eo-w] = T ([-we]) = T~ ({m}) = {n2},
[ACu,y] = [—EO—we] = Z \ {n2} = {m1,ms3}.

Einige Fixpunktsatze

Die noch fehlenden Bestimmungen von [EDA] und [A Euntil B] benétigen einige Vorbe-
reitungen.

Sei W= (V,Z,T)ein FSTS, P(Z) die Potenzmenge von Z.
Definition. Eine Abbildung ¢ : B(Z) — JB(Z) heillit monoton, wenn fir alle Yy, Y, C Z
gilt:

1Yy = oY1) Co(Ya)

Y C Z heildt Fixpunkt von ¢, wenn gilt: p(Y) = Y.

Y ist der (eindeutig bestimmte) kleinste Fixpunkt (bzw. grofite Fixpunkt) von ¢ (kurz:
LFP(p) bzw. GFP(y)), wenn Y C Y’ (bzw. Y’ C Y) fir alle sonstigen Fixpunkte Y’
von o gilt.

Furp:P(Z) = P(Z), Y C Z,1 € N sei p*(Y) definiert durch:
PC)=Y,
Y = (V).

Lemma8.3.1 Ist ¢ : P(Z) — P(Z) monoton, so gilt fir alle i € N:

a) ©'(0) € (D).
b) ¥*(Z) 2 ¢"1(2).

Lemma 8.3.2 Sei ¢ : P(Z) — P(Z) monoton. Dann gilt:
a) Esgibt m € N mit ™ (0) = o™((), und es ist LFP(p) = o™(().
b) Esgibt m € Nmito™(Z) = ¢™(Z), und es ist GFP(p) = o™ (Z).

Seien A und B Formeln von Lcrry, und die Abbildungen 1, ps : B(Z) — P(Z) seien
definiert durch:

p1(Y) = [A[ N T7(Y),

oY) = [B] U ([A] N T7H(Y)).

Lemma 8.3.3 ¢; und ¢, sind monoton.
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Satz 8.3.4 [EDA] = GFP(y1).

Satz 8.3.5 [A Euntil B] = LFP(y,).

Die Fixpunktkonstruktionen

[ECA] und [A Euntil B] kénnen gem&R den obigen Ergebnissen wie folgt konstruiert
werden.

e Konstruktion von [ECA]:
Konstruiere sukzessive die Mengen Yy, Y7, Y5, ... gegeben durch

YO - Z,

Yip=[A]nT7'(Y))
so lange, bis Y,,,1 = Y,, firein m € N.
Dann ist [EDA] = Y,,.

e Konstruktion von [A Euntil B]:
Konstruiere sukzessive die Mengen Yy, Y7, Y5, ... gegeben durch

Yo =0,
Yipo = [BJU ([A] N T71(Y))

so lange, bis Y,,,1 = Y,, firein m € N.
Dann ist [A Euntil B] = Y,,.

Beispiel:

Flr W4, von oben:

e Berechnung von [EO(v; V v,)]

Yo =7,

Y, = [[(Ul V 1)2)]] N T_1<Z>
=7ZNZ
=7
=Y.

Also: [EO(v; V 0] = Z.
e Berechnung von [v; Euntil (v; A v5)]

Yo =0,
Yy = [oe Aw] U ([ui] N T71())
= {m} U ({ni,m}N0)
= {772}7
Yo =[oi Aw] U ([u] N T ({n}))
= {m2} U ({m, m2} N {m})
= {m,m2},
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Vs=[uu Aw]U([u]n T {n,nl}))
= {2} U ({n1, 2} N {n1, m2})
= {11717?72}

Also: [[Ul Euntil (Ul N Uz)]] = {771,?72}.

Bemerkungen

e |Ist die untersuchte Formel F von der Form E. . ., so kann fiir n € [F]y auch leicht
ein in n beginnender ,erfillender* Ablauf konstruiert werden. Ist ¥ = A... und
[F]w # Zg, so kann ein ,,Gegenbeispiel* konstruiert werden.

e Model Checking kann (eine bestimmte Art von) Fairness berticksichtigen.
e Model Checking wird industriell angewendet.

e Model Checking ist ein groRes aktuelles Forschungsthema. Stichpunkte (unter vielen
anderen):

Ausweitung auf gewisse ,,nicht-endliche* Systeme.

Integration in den Entwicklungsprozess komplexer Software.

Behandlung von Systemen mit Realzeit-Bedingungen.

Entwicklung von Werkzeugen.

8.4 Binare Entscheidungsdiagramme

Nutzbarkeit von Model Checking

e Wesentliche Voraussetzung fir die industrielle Nutzbarkeit von Model Checking:
Effiziente Implementierbarkeit der Berechnung von Erfiillungsmengen.

Dazu notig: Effiziente Realisierungen von

— Mengen von Zustanden und Zustandspaaren,
— Operationen auf diesen Mengen

gemaR den Konstruktionsregeln in Abschnitt 8.3.

e , Historischer* Durchbruch hierfir: ,,.Symbolische* Darstellung von Zustandsmen-
gen durch (geordnete) bindre Entscheidungsdiagramme.

e Im folgenden (0.B.d.A.) fur zu behandelnde FSTS ¥ = (V,Z, T') angenommen:
V ist endlich.
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Binare Entscheidungsdiagramme

In den folgenden Betrachtungen sei V = {vy,..., v}, Z(V) die Menge aller Zustande
n: V — {ff,tt}.

Ein bindres Entscheidungsdiagramm (BDD) (liber V') ist ein gerichteter azyklischer Wur-

zelgraph mit den Eigenschaften:

e Jeder Nicht-Endknoten g ist mit var(g) € V markiert und hat zwei Nachfolgekno-
ten: null(g) und eins(g).

e Jeder Endknoten g ist mit erg(g) € {+, —} markiert.

Ein BDD D uber V heiflt geordnet (OBDD), wenn gilt: Es gibt eine totale Ordnung <
auf V, und fir jeden Knoten g von D mit Nicht-Endknoten ¢’ als Nachfolgeknoten gilt
var(g) < var(g’).

Beispiel:

Ein OBDD Dbsp uber {’Ul, Vg, U3, ’1}4}:

(Mit 0 markierte Kanten fiihren von einem Knoten g zu null(g), analog fur Markierung 1.)

Darstellung von Zustandsmengen durch OBDD
Fur jeden Knoten g in einem BDD (ber V ist die Menge Z, C Z(V) induktiv definiert
wie folgt:

Z(V), fallserg(g) =+,

1. Ist g Endknoten, soist Z, = { 0 falls erg(g) —
2. Ist g nicht Endknoten und var(g) = v; (1 < i < m), so ist

Zg={ne Z(V)|n(v) =} 0 Znug)) U
{n € Z(V) | n(vi) =t} N Zeins(y))-
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Ein BDD D uber V' mit Wurzel g definiert die Zustandsmenge Zp = Z, C Z( V).

Es gilt: Zu vorgegebener Ordnung auf V' kann aus einem OBDD D (ber V ein eindeutig
bestimmtes ,,minimales* OBDD D’ liber V mit Zp = Zp konstruiert werden.

Fir eine Menge Y C Z(V) (und vorgegebene Ordnung auf V') bezeichne D(Y') das
minimale OBDD mit Zp(yy = Y. (D(Y) ,stellt Y dar®.)

Beispiel:

Das OBDD D,,, von oben stellt die Menge

{n e Z(V) | n(v) = mn(v2) und n(vs) = 1(vs) }

dar (mit V = {vy, v, vs, v4}).

Nachbildung von Mengenoperationen auf OBDD

Firne Z(V),w € V, x € {ff, tt} sei der Zustand 7, ., € Z (V') definiert durch:

X firv=w

N (V) = { n(v) flrv # w.

Seien Y, Y’ C Z(V). Durch die folgenden Konstruktionen auf OBDD werden Mengen-
operationen auf Y, Y’ nachgebildet.

e Konstruktionvon D(Y, ) aus D(Y)  (Yuox ={n € Z(V) | Nyx €Y }):

— Entferne in D(Y') jede Kante von einem Knoten g mit var(g) = w zu null(g),
falls x = tt, bzw. zu eins(g), falls x = ff. Entferne alle Knoten, die danach von
der Wurzel aus nicht mehr erreichbar sind.

— Entferne alle Knoten g mit var(g) = w, und ersetze alle Kanten zu ¢ durch
Kanten zu null(g), falls x = ff, bzw. zu eins(g), falls x = tt.

— Minimalisiere (falls notwendig).

e Konstruktionvon D(Y)ausD(Y) (Y ={ne€ Z(V)|n¢Y}):
— Ersetze in allen Endknoten von D(Y) + durch — und umgekehrt.

e Konstruktionvon D(Y @ Y’)aus D(Y) und D(Y”) (® € {n,U}):
Seien g Wurzel von D(Y'), ¢’ Wurzel von D(Y").
— Falls g und ¢’ Endknoten, so besteht auch D(Y & Y’) nur aus einem Endknoten
g" mit
"o erg(g) =+ und erg(g’) =+, falls®=n
erglg”) =+ & { erg(g) = + oder erg(g’) = +, falls® = U.
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— Falls g und ¢’ nicht Endknoten mit var(g) < var(g’) oder var(g) = var(g’)
oder falls g nicht Endknoten und ¢’ Endknoten, var(g) = w, so konstruiere
D) = D(Yytt @ Y, ) Und Dy = D(Yyt ® Yy, ). D(Y @ Y7) besteht
dann aus g als Wurzel sowie D, und Dy, so dass null(g) die Wurzel von D,
und eins(g) die Wurzel von D, sind.

— Wie voriger Fall, g und ¢’ vertauscht: Verfahre analog.
— Minimalisiere (falls notwendig).
Beispiel:
Fir die durch das OBDD Dy, (s.0.) dargestellte Menge Y gilt
Yoo ={n € Z(V) | n(v1) = n(w) und n(vs) = tt}.

Die entsprechende Konstruktion, angewendet auf D(Y') = D, liefert:

U2 U2

Darstellung von Mengen von Zustandspaaren durch OBDD

Sei Ve={ve|ve V}.Furn,mn € Z(V)sein xn, € Z(V U V¢) definiert durch:

f m(w), falsweV
mxm(w) = { ne(v), fallsw =0vce Ve,

Fur eine Paarmenge Y C Z(V) x Z(V) sei
Y*={mxn € Z(VUV)|(m,m)e Y}
D(Y*) ist die OBDD-Darstellung von Y (als OBDD Ulber V U V).

Beispiel:

Sei V = {1)1, ’UQ}, Y = {(771,772)} mit 7’]1(?}1) = ’171(1)2) =1t 772(1)1) =1, 772(1)2) = ff.
OBDD D(Y*) zur Darstellung von Y':
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Nachbildung der Inversenoperation

Fir Y C Z(V) sei
Ye={mxn € Z(VUVe) |esgibtn € Y mitny(v¢) = n(v) furalle v¢ € V°}.
Die Operation 7! auf Y lasst sich durch folgende Konstruktion auf OBDD nachbilden.
e Konstruktion von D(T-(Y)) aus D(T>) und D(Y):

— Ersetze in D(Y') alle Knotenmarkierungen v € V durch v°. Das so veranderte
OBDD stellt die Menge Y ¢ dar.
— Konstruiere sukzessive D(Y ), D(Y M), ... D(Y ™) fiir die Mengen
YO =yenTX,
0 0
Y = Y’U(fb)—>f'f U Yv(f»)—»tt’

_ v® 1)
Y(2) - Y’U2C»—>f'f U Y’U2C

—tt !

ym =y oy,

< —ff v, —tt

Dannist D(T~(Y)) = D(Y ™)

Der Algorithmus SMC

Der grundlegende Algorithmus SMC (symbolic model checking) implementiert die in Ab-
schnitt 8.3 angegebenen Berechnungen in effizienter Weise.

Fir ein FSTS ¥ = (V, Z, T) und eine Formel F' von LcrLy Sei
Yr={ne Z(V)| K,‘f(F) = tt}.

(K furn € Z(V) definiert wie fir n € Z; esist [F], = Yr N Z.) D(F) bezeichne das
OBDD D(Y5).
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e Eingabe fur SMC:
— D(T) als Darstellung der Transitionsrelation 7" eines FSTS ¥ = (V,Z, T),

— Formel F von Lcrr,w.
e Ausgabe von SMC: D(F).
e Arbeitsweise von SMC (gemél’ dem induktiven Aufbau von F):

1. Falls F = v € V oder F' = false (oder F' = true), so konstruiere (das triviale)
D(F) direkt.

2. Falls F = A — B (oder F = -A, F = AV B, F = A N B), so konstruiere
D(F) gemé&R den Definitionen in Abschnitt 8.3 (und den Nachbildungen der
entsprechenden Mengenoperationen).

3. Falls F = EOA, so konstruiere D(F') gemaR der Definition in Abschnitt 8.3
(und der Nachbildung der Inversenoperationen).

4. Falls F = EOA oder F' = A Euntil B, so konstruiere D(F') gemé&R den Fix-
punktkonstruktionen in Abschnitt 8.3 (und den Nachbildungen der entspre-
chenden Mengenoperationen).



